MATEMATIKA Il. (GEOMETRIA)

1. Mi az alapfogalom?

Alapfogalom: olyan fogalom, amit ismertnek fogadunk el, nem tudunk mas fogalmak segitségével
meghatarozni, legfeljebb szemléletesen koriilirjuk. Minden tudomény ilyen alapfogalmakra épiil fel.

2. A geometria alapfogalmai

‘ A geometria alapfogalmai: pont, vonal, egyenes, sik, tér.

Pont: Két egymast metsz6 vonallal jeloljiik. Az abécé nagybetiiivel nevezziik el.

A

X
X B
X
C
Vonal: lehet
gorbe l
torott ./ |
egyeneS \

3. Az egyenes. (Elnevezése, hossza)

Egyenes: A geometria egyik alapfogalma. Végtelen hossz. Mindkét iranyban a végtelenbe tart. Az
abécé kisbettiivel nevezziik el.

c
a
b

4. A félegvenes meghatarozasa. (Elnevezése, hossza)

Félegyenes: Az egyenest barmely pontja két félegyenesre bontja. A félegyenest az abécé kisbetiiivel

nevezzik el.
B kezddpontu e félegyenes, és B kezd6ponti
B e f félegyenes.
A félegyenes végtelen hosszu, de csak egy
f iranyban tart a végtelenbe.




MATEMATIKA Il. (GEOMETRIA)
S. A szakasz meghatarozasa. (Elnevezése, hossza)

Szakasz: Az egyenesnek, két pontja altal meghatarozott része a szakasz. A szakasz véges
hosszl. Végpontjaival, vagy az abécé kisbetliivel nevezziik el.

| | d szakasz

! ! AB szakasz
A d B

Térelemek: pont, vonal, sik

6. Két pont kolcsonos helyzete:

1.  Kétpont illeszkedik egymaésra:

2.  Két pont nem illeszkedik egymasra:

/. Pont és egyenes kolcsonos helyzete:

1. A B pontilleszkedik az e egyenesre:

B

2. A D pont nem illeszkedik az f egyenesre: D

8. Egy ponton at, hany egyenes huzhato?
Egy adott ponton keresztiil végtelen sok egyenes huzhatd. Egy pont nem hatdroz meg egy egyenest.

|

N




MATEMATIKA Il. (GEOMETRIA)
9. Legkevesebb hany pont hatiroz meg egy egyenest?

Két adott ponton keresztiil pontosan egy egyenes hlizhatd. Két pont meghatdroz egy egyenest.

C

10. Pont és sik kolcsonos helyzete:

1. A B pontilleszkedik az o sikra:

2. A D pont nem illeszkedik az o sikra:

A két egyenes illeszkedik egymasra: b
Minden pontjuk k6zds.
a

11. Metszo egyenesek fogalma.

Két egyenes metszd, ha pontosan egy k6zds pontjuk van.

M

metszéspont b

Két metszd egyenes a sikot mindig négy részre osztja. A két-két szemkdzti sikrész mindig egybevag6. (Két
sikrész — sikidom — egybevagé, ha egymasra boritva kélcsonosen fedik egymast.)

B A e
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12. Meroleges egyvenesek fogalma, jelolése.

A merdleges egyenesek olyan metszd egyenesek, amelyek a sikot négy egybevago részre osztjak.

a b

fgy jeloljiik, hogy a és b egyenesek merélegesek egymasra: a L b

13. Parhuzamos egvenesek fogalma, jelolése.

Két egyenes parhuzamos, ha egy sikban vannak €s nincs k6z0s pontjuk, illetve, ha minden pontjuk k6zds,
azaz illeszkednek. A két parhuzamos egyenes barmely pontja azonos tavolsagra van a masik egyenestol.

fgy jeldljiik, hogy a és b egyenesek parhuzamosak: a || b

Két nem illeszkedé parhuzamos egyenes a sikot mindig harom részre osztja.

14.Kitéro egyenesek fogalma.

‘ A két egyenes kitér6 ha nem egy sikban vannak. Két kitér6 egyenesnek nincs k6zds pontja.

15. Egvenes és sik kolcsonos helyzete.

1. Az egyenes illeszkedik a sikra:

Az egyenes minden pontja illeszkedik a sikra. Az egyenes a
sikot két részre, két félsikra osztja.

B/




MATEMATIKA Il. (GEOMETRIA)

2. Az egyenes dofi a sikot:
Az egyenesnek ¢€s a siknak pontosan egy kdzds pontja van.

X
doféspont

3. Az egyenes parhuzamos a sikkal:
Az egyenesnek ¢s a siknak nincs k6zds pontja.

16. Két sik kolcsonos helyzete:

1. Két sik illeszkedik egymasra, ha minden pontjuk k6zos B

2. Két sik metszi egymast, k6zos pontjaik egy egyenest alkotnak.

3. Két sik parhuzamos, ha nincs k6zds pontjuk.




MATEMATIKA Il. (GEOMETRIA)

17. Két pont tavolsaga

Két pont tavolsaga a két pontot 6sszekotd egyenes szakasz hossza.

A

B

A két pontot 6sszekotd vonalak koziil az egyenes a legrovidebb. (Keét pont kozott a legrévidebb ut mindig az
egyenes.) Két pont kozott mindig csak egy egyenes szakasz htizhato.

18. Két (tobb elemii) ponthalmaz tavolsiaga

A két ponthalmaz legk6zelebbi pontjait 6sszekoté egyenes szakasz.

19. Pont és egyenes tavolsaga

A pontbol az egyenesre allitott merdleges szakasz hossza.
(A ket ponthalmaz pontjait osszekoto szakaszok koziil ez a legrovidebb.)

20. Két metsz6 egyenes tavolsaga

. p . . . a
Két metsz6 egyenes tavolsaga mindig 0. b /

(Az a és b egyenesek két legkdzelebbi pontja a metszéspont.) /




MATEMATIKA Il. (GEOMETRIA)

21. Két parhuzamos egyenes tavolsaga

Két parhuzamos egyenes tavolsaga: A két parhuzamos egyenest 6sszekdtd merdleges szakasz hossza.

(A ket ponthalmaz pontjait osszekoto szakaszok koziil ez a legrovidebb.)

7N

22. Pont és sik tavolsaga

B

Pont és sik tavolsaga a pontbdl a sikra allitott
merbleges szakasz hossza. .
. e a °
Minden, a d6fésponton
athalado egyenesre
merdlegesnek kell lennie.

23. Sik és vele parhuzamos egyenes tavolsaga

Az egyenesrdl a sikra allitott merdleges
szakasz hossza. >/
o [

24. Két parhuzamos sik tavolsaga

A két sikot 0sszekotd merdleges szakasz hossza.

/
7

b

-7-




MATEMATIKA Il. (GEOMETRIA)

25. A szog fogalma, részei

A szog: Egy kozos pontbdl kiinduld két félegyenes a sikot két részre, két szogtartomanyra (roviden: szogre)
osztja.

szogtartomany

Két szog keletkezett. A szogesucs €s a szogszarak mindkét szoghdz hozzatartoznak!!

26. Néhany gorog betiu

A szogeket a gorog abéce betiiivel nevezziik el:

o — alfa B — béta
Y — gamma d — delta
e — epszilon ® — o0mega

27. Szogmeérés

A szoget szogfokkal ( ©), vagy a sz6ghoz tartozo koriv hosszaval mérjiik. A szogek nagysagat teriiletiikkel
nem tudjuk mérni, hisz minden szdgtartomany végtelen nagy tertiletet jelent.
Ha az egyik szdgszarat rogzitettnek tekintjiik, a mésik szogszarat, pedig a szogcsucs kortil elforgatjuk, a
mozgo szogszar minden pontja egy kort ir le, mig a sz6gszar visszatér kiindulasi helyére. Kivalasztunk egy
kort, a korvonalat felosztjuk 360 egyenld szakaszra. Egy beosztés lesz 1° (1 fok).
(A gyakorlatban ezt a kirt a szogmérd helyettesiti.) A szdg nagysagat azzal jellemezziik, hogy a mozg6 szogszar
melyik beosztdsnal metszi a korivet, ha a rogzitett szar a 0°-ra mutat.

90° Ez a mozg6 szogszar most
kortilbeliil a 35-0s
beosztasra mutat. A B szog

megkozelitdleg 35°.
A [ sz0g ismeretében oo mérés nélkiil meghatarozhato.
B Az egész koriven 360 beosztas van. A -ra ebbdl 35
180° o 0° jut, akkor az oo = 360° — 35°.

o =325°

A szogek nagysdgat a hozza tartozd koriv hossza is

jellemzi. Ez is mérhetd. Mi most csak dsszehasonlitjuk

a két korivet. Igy ranézésre az a-hoz tartozé koriv
270° koriilbelill kilencszer hosszabb, mint a 3-hoz tartozo.
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28. Nullszog fogalma

A nullszég pontosan 0°. (Nem tartozik hozza koriv.)

a=0°

29. Hegyesszog fogalma

Hegyesszog: 0°-nal nagyobb, de 90-nal kisebb. (A hozza tartozd koriv negyed kornél kisebb.)

0°< B <90°

30. Derékszog fogalma

Derékszog: Pontosan 90°. (Negyed koriv tartozik hozza.)

R

31. Tompaszog fogalma

Tompaszdg: 90°-nal nagyobb, de 180°-nal kisebb. (Negyed kdrnél nagyobb, de félkdrnél kisebb koriv

tartozik hozza.)

90° < 5 <180°
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32. Eqyenesszog fogalma

Egyenesszog:  Pontosan 180°. (Félkoriv tartozik hozza.)

N

€ =180°

33. Homoru szog fogalma

Homoru szog: 180°-nal nagyobb, de 360°-nal kisebb. (Félkdrnél nagyobb, de teljes kornél kisebb koriv

tartozik hozza.)

180°<m< 360°

34. Teljes szog fogalma

Teljes szog: Pontosan 360°. (Teljes kor tartozik hozza.)

B = 360° |

35. 36. Konvex szog, nem konvex szog fogalma

Konvex szégek: A 180°-nal nem nagyobb szdgek.

Konkav (nem konvex) szogek: A 180°-nal nagyobb szogek.

37. Parhuzamos szara szogparok

A parhuzamos szaru szogparok olyan szogparok, amelyek szarai paronként parhuzamosak.

-10 -




MATEMATIKA Il. (GEOMETRIA)

38. Egyallasu szogek

Egyallasu szogek: olyan parhuzamos szaru szogparok, amelyeknél a parhuzamos széarak irdnya megegyezik.

Két egyallast szog mindig egyenld nagysagu.

o

39. Forditott allasu szogek (valtoszogek)

Forditott allasu szogek (valtdoszogek): olyan parhuzamos szaru szogparok, amelyeknél a parhuzamos szarak
iranya ellentétes.

Két forditott allasu sz0g mindig egyenld nagysagn.

4? =

40. Csucsszogek

Csucsszogek: olyan forditott allasu szogek, amelyeknek kozds a csucsuk, és amelyek szarai paronként egy
egyenesen vannak.
Két cstucsszog mindig egyenld nagysagu.

]

-11 -




MATEMATIKA Il. (GEOMETRIA)

41. Kiegészito szogek

Kiegészitd szogek: olyan szogparok, amelyek egymast 180-ra egészitik ki. Példaul a tarsszogek,
mellékszdgek kiegészitd szogek.

42. Tarsszogek

Tarsszogek: olyan parhuzamos szaru szogparok, amelyeknél egy-egy szar irdnya megegyez0, egy-egy szar
iranya ellentétes.
Két tarsszog dsszege mindig 180°.

n
»

o+ B =180°

43. Mellékszogek

Olyan parhuzamos szaru szogparok,, amelyeknek egy-egy szaruk azonos egyenesen van, és egy szaruk
koz0s.
Két mellékszog dsszege mindig 180°.

: o+ B =180°

44. Meroleges szaru szogparok

Olyan szogparok, amelyek széarai paronként merdlegesek.

-12 -




MATEMATIKA Il. (GEOMETRIA)

45. Meroleges szaru szogparok tipusai

1. Az azonos szOgtipusba tartozd merdleges szara szogek mindig egyenld nagysaguak.

>

AT [

a és fis hegyesszog.
2. Ha a két merdleges szaru szog koziil az egyik hegyesszog, a mésik tompaszog, akkor a két sz0g 6sszege

mindig 180°.

o+ B =180°

J

46. Potszogek

Olyan szogparok, amelyek egymast 90°-ra egészitik ki.

o+ 3 =90°

-13-
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MATEMATIKA Il. (GEOMETRIA)

Hur:

Atméro:

Korcikk:

Korlap:

Korgyiiri:

Adott ponttdl (kozépponttol) egyenlé tavolsagra 1évé pontok halmaza (mértani helye) a sikon a kor

(korvonal).

Adott ponttol (kozépponttol) egyenld tavolsdgra 1évé pontok halmaza a térben a gomb (gombfeliilet).

Sugar: A kor kozéppontjat a korvonal egy pontjaval 6sszekotd egyenes szakasz. Jele: r

A korvonal két tetszéleges pontjat 6sszekotd egyenes szakasz.

A kor kozéppontjan athalado, a kdrvonal két pontjat 6sszekotd egyenes szakasz. Az atmérd a

leghosszabb hur. Jele: d

kozéppont

atmeéro

korcikk

sugar

korszelet

A korvonal tetszdleges hosszlisagu szakasza.

har
Koriv:
Korszelet:

halmaza a sikon.

Olyan sikidom, amit egy koriv és egy hur hatarol.
Olyan sikidom, amit egy koriv és két sugar hatérol.

Adott ponttol (kdzépponttol) sugarhossznal nem nagyobb tavolsagra 1évo pontok

(A rajzon a kérvonal, és a sziirkével kitoltott teriilet egyiitt.)

két, azonos kozéppontu korvonal hatérolja.
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51. 52.

a egyenes: Nincs k6zos pontja a korrel.

b egyenes: Erinté egyenes: A kornek és az egyenesnek pontosan egy kozos pontja van. Ez
a pont az érintési pont. (P)
Az érintési pontba huzott sugar ( r )mindig merdéleges az érinto egyenesre.

Belathato, hogy a b egyenes pontjai kéziil a P pont van a legkézelebb az O ponthoz, mivel rajta van a
korvonalon, mig az egyenes tobbi pontja a kérvonalon kiviil helyezkedik el. Az O pontbol a b egyenes
pontjaihoz huzott szakaszok koziil az OP a legrévidebb. Adott kiilsé pontbol az egyenes pontjaihoz huzott
szakaszok koziil a legrévidebb mindig merdleges az egyenesre.
cegyenes: Szel6 egyenes: A kornek és az egyenesnek pontosan két kozos pontja van.

S3. A szakaszfelez6 meréleges egvenes meghatarozasa

Két ponttdl egyenld tdvolsagra 1évo pontok halmaza (mértani helye) a sikon, a két pontot 6sszekotd szakasz
szakaszfelezd merdleges egyenese.

. A l

54. A szakaszfelezo merdleges egyenes tulajdonsagai

1 Felezi a szakaszt.

2. Merdleges a szakaszra.

3. Minden pontja egyenld tavolsagra van a szakasz két végpontjatol.

4 Minden olyan pontot tartalmaz, amelyek egyenld tavolsagra vannak a szakasz két végpontjatol.

-15-
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55. Egy egyvenestol egyenlo tavolsagra 1évé pontok mértani helye a sikon. (Térben)

Adott egyenestdl egyenld tavolsagra 1€vo pontok halmaza (mértani helye) a sikon, két parhuzamos
egyenes. Adott egyenestol egyenlo tavolsagra lévé pontok halmaza a térben, egy hengerfeliilet. (Egy cso.)

Z

Az e és f egyenesek minden pontja d tavolsagra van az a egyenestél. Minden olyan pont, amely az a
egyenest6l d tdvolsagra van a sikon az e és f egyeneseken van.

56. Két parhuzamos egvenestol egyenlo tavolsagra 1évo pontok mértani helye a sikon

Két parhuzamos egyenestdl egyenld tavolsagra 1évo pontok halmaza (mértani helye) a sikon, a két egyenest
Osszekoté merdleges szakasz szakaszfelezd merdleges egyenese. (Ez a két parhuzamos egyenes

kozépegyenese.)
k
a
b

57. Két metsz6 egyenestol egyenlo tavolsagra 1évo pontok mértani helye a sikon

Két metszo egyenestdl egyenld tavolsagra 1évo pontok halmaza (mértani helye) a sikon, a két egyenes altal
bezart szogek szogfelezd egyenesei.

-16 -
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58. A szogfelezé egvenes tulajdonsagai

— Felezi a szoget.

— Minden pontja egyenld tavolsagra van a két szogszar egyenesétol.

— Minden olyan pontot tartalmaz, amelyek egyenl6 tavolsagra vannak a két
szOgszar egyenesetol.

59. A két metszo egvenes altal bezart szogek szogfelezdi merdlegesek egymasra

TETEL: (Allitds): Két metszd egyenes altal bezart szogek szogfelez6i merdlegesek egymasra.

Ez az allitds nem olyan magatdl értetddd. Ha akarom, hiszem, ha nem akarom, nem hiszem.
Ebben az esetben a meggy6zés eszkdze a BIZONYITAS.
A bizonyitas azt jelenti, hogy felsorakoztatjuk azokat a mar bizonyitott tényeket, amelyek egyiittesen
igazoljak az allitasunkat.
Els6 Iépésként mindig célszerli tomoren megfogalmazni, hogy mit is akarunk bizonyitani.
Hasznaljuk az abrat!

p

Azt allitjuk, hogy f1 és f, egyenesek altal bezart szog, - ami az abra szerint % és FY Osszege - pontosan 90°.

Bizonyitando tehat: % +% =90°

Bizonyitas:
Két metszd egyenes a sikot négy szdgre osztja. A szemkozti szogek egyenldk, igy van 2 darab o és 2 darab 3
szoglink. A két szogfelezo egyenes ezeket felezi.

Keletkezik 4 darab % ¢s 4 darab g szogiink. Alkossunk beldliik (% + g) parokat!

Négy ilyen part alakithatunk ki. A szogek egyiitt teljes szoget alkotnak.
Az dbran lathato az ehhez tartozo teljes kor.
Ebbdl kovetkezik:

a* @+ By _3600 //:4
22

Mindkét oldalt 4-gyel osztva pontosan a bizonyitani kivant allitast kapjuk.

B _gpe

2 2

Minden lépés, amit a bizonyitas kdzben megtettiink helyes, igazolhato volt, igy jutottunk el az utolso
allitashoz.

fgy ez az allitas is igaz.

2 B _gp

Az éllitast tehat bebizonyitottuk.

-17 -
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60. Szakaszfelez6 meroleges egyenes szerkesztése

Szerkessziik meg az AB szakasz szakaszfelez0 merdleges egyenesét!

'\ 4
A\ v

A B

1. 1épés:
Kinyitjuk a korzot a szakasz felénél nagyobb tavolsagra, és ezzel a korzonyilassal

korivet rajzolunk az A pont koré.
'\ > 4

Ugyanezzel a korzOnyilassal korivet rajzolunk az B pont koré.

A két metszéspontot Osszekotve kapjuk a szakaszfelez6 meréleges egyenest.

P
\

2. lepés:

3. 1épés:

S




MATEMATIKA Il. (GEOMETRIA)
61. Meroleges szerkesztése adott egyenes adott pontjaba

Allitsunk mer8leges egyenest az e egyenes B pontjébal!

-

1. 1épés:
Vegyiink fel korzo segitségével az e egyenesen a B ponttdl egyenld tavolsagra két
pontot!

2. 1épés:
Szerkessziik meg az igy kapott, B felezéponta szakasznak a szakaszfelezé merdlegesét.

NS
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62. Erint0 egyenes szerkesztése, kor adott pontjara

Szerkessziik meg az O kozéppontu kort a P pontban érint6 e egyenest!

1. 1épés:
Vegyiik fel az OO’ szakaszt ugy, hogy a P pont a szakasz felezOpontja legyen!

2. 1épés:
Szerkessziik meg az OO’ szakasz szakaszfelez6 mer6legesét!

9

l
.
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63. Meroleges egyenes szerkesztése adott egyenesre adott kiilsé pontbdl

Allitsunk merdleges egyenest az e egyenesre a B pontbol!

1. 1épés:
Rajzoljunk egy B kézéppontu, az e egyenest metsz6 korivet!

XB

\ /
© N\ /

Szerkessziik meg a metszéspontok altal meghatdrozott szakasz szakaszfelezd merdleges egyenesét!

-21 -
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64. Adott egyenessel parhuzamos egyenes szerkesztése

Szerkessziink egy parhuzamos egyenest d tavolsagra az e egyenestol!

1. 1épés:
Vegyiink fel harom pontot az e egyenesen!

1 1 1
e

2. lépés:
Szerkessziik meg az igy kapott két szakasz szakaszfelezd merdlegesét!

3. 1épés:
Vegyiink fel a szakaszfelez6 merdlegeseken az e egyenestdl d tavolsagra egy-egy pontot,
majd kosslik Ossze ezeket!

L
™,
*,
.

o
o
.
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64. Adott egyenessel parhuzamos egvenes szerkesztése (masképp)

Szerkessziink egy parhuzamos egyenest d tavolsagra az e egyenestol!

€
1. 1épés: Vegyiink fel két pontot az e egyenesen!
I |

1 1
e

2. 1épés: Szerkessziik meg az igy kapott szakasz szakaszfelezd merdlegesét!

\

3. Iépés: Vegylink fel a szakaszfelezé merélegesen az € egyenestdl d tavolsagra egy pontot, ezt
most a szemléletesség miatt nevezziik el B-nek!

B

—T

.
™,
*,
.

o
o
.

4. 1épés: Vegylink fel a szakaszfelez6 merdlegesen egy olyan szakaszt, amelynek a B pont a
felezd pontja, majd szerkessziik meg ennek a szakasznak a szakaszfelezd merdlegesét!

—

o
o
.
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MATEMATIKA Il. (GEOMETRIA)
65. Szogmasolas

Masoljuk le a B szoget!

1. 1épés:
A sz6g két mindkét szarat metssziik el egy olyan korivvel, amelynek a szog cstcsa a
koézéppontja!
p
2. 1épés: /

Vegylink fel egy félegyenest, és az elébbi korivet most a félegyenes kezddpontja koriil
rajzoljuk meg, ugyanazzal a korzonyilassal!

3. Iépés:

Vegylik korzényilasba a § sz0g szdrain keletkezett metszéspontok tavolsagat, és ezzel a
sugarral rajzoljunk korivet a félegyenesen 1év0 metszéspont kore!
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MATEMATIKA 1. (GEOMETRIA)
66. Szogfelezés

Felezziik meg a B szoget!

1. 1épés:
A sz6g két mindkét szarat metssziik el egy olyan korivvel, amelynek a sz0g cstucsa a
kozéppontja!
p
2. lepés:

Szerkessziik meg a két metszéspont altal meghatarozott szakasz szakaszfelez6 merdlegesének
egy pontjat, majd ezt a pontot kossiik 0ssze a szog csucsaval!
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MATEMATIKA 1. (GEOMETRIA)
67. 60°-o0s szog szerkesztése

1. 1épés: Vegyiink fel egy félegyenest, és kezddpontja koré rajzolt korivvel metssziik el a félegyenest!

A
A\

2. 1épés: Ugyanezzel a korzonyilassal a metszéspont koré is rajzoljunk korivet, majd a két koriv
metszéspontjat kossiik Ossze a félegyenes kezddpontjaval!

60°

v

68. Adott szog szerkesztése: 75°-0s (Masképpen is lehet.)

1. 1épés: Szerkessziink két 60°-os szdget tigy, hogy az egyik szogszaruk kozos legyen!

60°

Y 1
2. Iépés: Kétszeri szogfelezés utan kapjuk a 75°-0s szdget.

< S

30° 159 .,
30° %

60° 60°
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MATEMATIKA Il. (GEOMETRIA)
69. A sikidom keletkezése, a sikidom fogalma

A sik feldarabolasaval sikidomokat kapunk.

Ezek mind sikdarabok, sikidomok. Van koztiik véges, van koztiik végtelen. Van olyan, amit tobb vonal
hatarol, van, amit csak egy.

A kovetkezokben, sikidomon a siknak egyetlen, 6nmagat nem metsz6 zart vonallal hatarolt részét
értjiik.

A hatarolo vonal allhat:

G D B

Csak gorbe vonalbol.  Gorbe és egyenes szakaszokbol. Csak egyenes szakaszokbol.

70. Konvex, konkav sikidom

Konvex sikidom: Olyan sikidom, amely barmely két pontjat 6sszekotd egyenes szakasz
minden pontjat tartalmazza. (Az ilyen udvarban nem lehet elbujni.)

O ==y [

Ezek konvex sikidomok. Barmely két pontjukat dsszekotjiik egy egyenessel, az egyenes minden pontja a
sikidomnak is pontja.

Konkayv sikidom:  Olyan sikidom, amelynek van legalabb két olyan pontja, amelyeket
(Nem konvex) 0sszekotd egyenes szakasz legalabb egy pontja a sikidomon kiviil van.
(Az ilyen udvarban el lehet elbujni.)

L4 A VN

Ezek nem konvex (konkav) sikidomok. Talaltunk olyan pontokat, amelyeket ha 6sszekotiink egy egyenessel,
az egyenesnek van olyan pontja, amely a sikidomon kiviil van.
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MATEMATIKA Il. (GEOMETRIA)
71. A sokszog fogalma, a sokszog oldala, csuicsa, a sokszog atlgja

‘ Sokszog: Olyan sikidom, amit csak egyenes szakaszok hatdrolnak.
a E oldal

csucs sz0g

atlo

A sokszdgeket a szdgeik szamarol nevezziik el. (Otszdg, nyolcszog, stb.)
A sokszogben az oldalak, a szogek és a csticsok szama megegyezik.

Oldal: A sokszog hatarolo szakaszai a sokszog oldalai.
Csucs: Az oldalak végpontjai a sokszog csucsai.
Atlé: A sokszog atlgja két, nem szomszédos csticsot 0sszekotd egyenes szakasz.

(A haromszog kivételével minden sokszognek van atloja.)

/2. Konvex, konkav sokszog, szabalyos sokszog

Konvex sokszog: Olyan sokszdg, amelynek nincs 180°-nal nagyobb szoge.
Konkav — nem konvex — sokszég: Olyan sokszog, amelynek van 180°-nal nagyobb szdge.
Szabalyos sokszog:  Olyan sokszog, amelynek minden oldala és minden szoge egyenlo.

73. Hursokszog, érintosokszog

X

O
Hursokszog: Olyan sokszog, amelynek minden oldala Erint6sokszog:
ugyanannak a kornek a hurja. (Masképp: A harsokszogek Olyan konvex sokszog, amelynek minden
koré mindig rajzolhatd minden cstcsot tartalmazo oldala ugyanannak a kdrnek az érintdje.
korvonal.) Huarsokszdg csak konvex sokszog lehet. Minden szabalyos sokszdg érintd sokszog.
Minden szabalyos soksz0g hursokszog.
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/4. A haromszog meghatarozasa, a haromszog magassagvonala, magassaga,
magassagegyenese

a

A haromszdg olyan sokszog, amelynek harom oldala, harom csucsa €s harom szdge van.

Az a, B, v szogek a haromszog bels6 szogei (roviden: szogei). A haromszog belsé szogeinek az dsszege
mindig 180°.

oo+ B +y=1807

(Ezt késobb bebizonyitjuk, most csak megjegyezziik, mint hasznos tudnivalot.)

A haromszog magassagvonala: A csucsbol a szemkozti oldal egyenesére allitott meréleges szakasz. A
haromszog magassaga a magassagvonal hossza.

A magassagok:
ma, mb! mC

A tompaszogli haromszog két magassagvonala a haromszogon kiviil van.

A hegyesszogli haromszog A derékszogli haromszog két
magassagvonalai a magassagvonala a haromszog
haromszogon beliil vannak két oldala (befogdja).

Minden haromszognek harom magassaga van.

A hiaromszog magassagegyenese: a magassagvonalat tartalmazé egyenes
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MATEMATIKA Il. (GEOMETRIA)
75. A haromszogek csoportositasa szogeik szerint

1. Hegyesszogii haromszog: minden szoge hegyesszog.

o < 90°
B <90°
vy < 90°

2. Derékszogili haromszog: van egy derékszoge. Masik két szoge
hegyesszog.

+—— 4tfogd

/

befogo

A derékszogli haromszog egymasra merdleges oldalainak a neve: befogd. A két befogd megegyezik a
derékszogli haromszog két magassagaval.
A harmadik oldal neve: atfogo.

3. Tompaszogii haromszog: van egy tompaszoge. Masik két szoge
hegyesszog.

/@\a -
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MATEMATIKA Il. (GEOMETRIA)
76. A haromszogek csoportositasa oldalaik szerint

1. Altalanos haromszog: Minden oldala kiilonbz6 hosszu.

a

2. Egyenlé szari haromszog:

o . — Van legalabb két egyenld oldala.
(Tiikros haromszog)

— Az alapon fekvo szogei egyenlok.

— Az alaphoz tartoz6 magassag felezi az alapot,
¢s a szarak altal bezart szoget.

— Az alaphoz tartoz6 magassag tiikortengely.

Tiikrosnek nevezziik azokat a sikidomokat, amelyek egy egyenes (tiikortengely) mentén kettéhajthatok ugy,
hogy a két rész kolcsondsen fedi egymast. (Ldsd: tengelyes tiikrézés)

tiikkortengely

szar

alap

A Kkét egyenld oldal neve: szar, a harmadik oldal neve: alap.

3. Egyenlé oldali haromszog:

(Szabélyos héromsz()g) — Minden oldala egyenlc'S

— Minden szdge egyenld, 60°-0s.

— Mindharom magassaga felezi az oldalt és a
szoget.

— Mindharom magassaga tiikortengely.
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77. A négyszog meghatarozasa, a trapéz fogalma

Négyszog: Olyan soksz/g)'\g, amelynek négy oldala, négy csucsa €s négy szoge van.

A négyszogek belsd szogeinek Osszege 360°.

o+ p+y+0=360°

C

A tovabbiakban megismerkediink néhany specialis négyszoggel.

Trapéz: Olyan négyszog, amelynek van parhuzamos oldalparja. A parhuzamos
oldalak a trapéz alapjai, a masik két oldal a trapéz széra.

c alap

szar

d

szar allc

a alap

/8. A trapéz magassaga, a trapéz kozépvonala
A trapéz magassaga: Két parhuzamos oldal egyenesét 6sszekotd merdleges szakasz.

m magassag

D

A trapéz kozépvonala: A két szar felez6pontjat 0sszekotd egyenes szakasz.

C
A D
F1 k F2
B C
a
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79. Derékszogii trapéz, hurtrapéz
Hurtrapéz (Tikros trapéz):

A hurtrapéz szarai egyenld hosszuak.
A hurtrapéz azonos alapon fekvd szogei egyenlok.
A hurtrapéznak van tiikortengelye.
A tlikortengely a parhuzamos oldalak oldalfelezé merdlegese.
A hurtrapéz atléi egyenld hossztak, és a tiikkortengelyen metszik egymast.

a

Derékszogii trapéz (Merdleges szart trapéz): Olyan trapéz, amelynek van derékszdge.

c

allc

\

80. A paralelogramma meghatarozasa, tulajdonsagai
Paralelogramma: Olyan trapéz, amelynek két parhuzamos oldalparja van.

a
bBW a
ma b
A .

a

a
A paralelogramma olyan trapéz, amelynek
— keét-két szemkozti oldala parhuzamos.
— két-két szemkozti oldala egyenld.
— két-két szemkozti szoge egyenlo.
— atloi felezik egymast.
— barmely két szomszédos szogének dsszege 180°.

(A paralelogrammanak két magassaga van. A két-két parhuzamos oldal egyeneseit dsszekdtd merdleges
szakaszok: my, mp)
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81. A téglalap meghatarozasa, tulajdonsagai
Téglalap: Olyan paralelogramma, amelynek
(4 téglalap paralelogramma, ezért rendelkezik minden paralelogrammdkra jellemzd tulajdonsaggal, de ezen
tul még igazak ra a kévetkezok is.)

— minden szoge derékszdg.
— az atloi egyenld hossztak.
— oldalfelez6 merdlegesei tiikdrtengelyek.

a

: f el

atz

82. A rombusz meghatarozasa, tulajdonsagai
Rombusz: Olyan paralelogramma, amelynek

— minden oldala egyenld.
— mindkét atlgja tiikortengely.

— 4tlo1 merdlegesen felezik egymast.

Y

a a

83. A négyzet meghatarozasa, tulajdonsagai
Négyzet: Olyan rombusz, amelynek
— minden szdge egyenld (90°).
— oldalfelezd merdlegesei tiikkortengelyek.
(A négyzet szabalyos négyszog.)

T

B



MATEMATIKA Il. (GEOMETRIA)
84. A deltoid meghatarozasa, tulajdonsagai

Deltoid:
Olyan négyszog, amelynek

— van két - két szomszédos egyenld oldala.
— legalabb egyik atloja tiikkortengely, €s ez az 4tld (vagy az atlé egyenese) merdlegesen felezi a masik

atlot.

t N\ b

85. A sikidom Kkeriilete, sokszog keriilete

A sikidom keriilete:
A sikidomot hatarold vonal hossza.
A sokszog Keriilete:

Az oldalak hosszanak Osszege.

a

o

C

K=a+b+c+d+e
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86. A sikidom teriilete

A sikidom teriilete:
A hatarolt sikrész nagysagat jellemzi.

A teriilet mérésére hasznaljunk négyzetet! Ennek a teriilete legyen az egység!

1
1 1 Sl
L] 1f-
1 NP
Tr
1 teriilet egység 1 teriilet egység 1 teriilet egység
87. A téglalap keriilete, teriilete
K=(a+b)*2 T=a*b

a

Amikor ennek a téglalapnak a teriiletét kiszamoljuk, akkor val6jaban arra a kérdésre keressiik a valaszt, hogy
hany, egységnyi teriiletli négyzettel tudjuk kitapétazni a téglalapunkat? Ennek kideritésére egyik lehetdség
az, hogy megszamoljuk a négyzeteket.

Egyszerlibb azonban, ha csak az egy sorban 1évd négyzetek szdmat hatarozzuk meg.

Az a oldal hossza 24 hosszsagegység.

Ezért egy sorban 24 négyzet van.

Nézziik meg, hany sor fér el a téglalapban!
A b oldal hossza 18 hosszlisagegység.
A téglalapban 18 sor van.

A négyzetek szama soronként: a = 24
Sorok szama: b = 18

Négyzetek szdma Osszesen:
a*b=24*18=1432
A téglalap teriilete 432 teriilet egység.
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88. A paralelogramma Keriilete, teriilete

K=(@+h)*2 T=a*m, T=b*my

o m,

/&

A paralelogrammat négyzetekkel kitapétazni, elég reménytelen feladatnak tiinik. Nem is ezzel probalkozunk,
hanem a paralelogrammabol atdarabolassal egy vele azonos teriiletli téglalapot készitiink, amelynek egyik
oldala a, a paralelogramma oldala, a masik oldala a paralelogrammanak az a oldalhoz tartoz6 magassaga: m,.
A téglalap, és igy a paralelogramma teriilete: T =a * mj.

Az atdarabolads a b oldal és az m, magassdg segitségével is elvégezhetd.

89. A trapéz keriilete, teriilete
K=a+b+c+d T

ﬁ

Ha a trapézt, és a 180°-kal elforgatott képét az abran lathatd moédon egymas mellé helyezziik, akkor egy a + ¢
oldalu (a, ¢ a trapéz alapjai), m magassagu (M a trapéz magassdga) paralelogrammat kapunk, amelynek
teriilete: T=(a+c¢) *m.

Ez a trapéz teriiletének a kétszerese.

A trapéz teriilete tehat a paralelogramma tertiletének a fele:

_(@a+c)*m
2

T
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90. A haromszog keriilete, teriilete

K=a+b+c T= 2 T

ﬁ

a

Ha a haromszoget, ¢s a 180°-kal elforgatott képét az dbran lathaté mdédon egymas mellé helyezziik, akkor egy
a, b oldalu (a, b a haromszég oldala), m, magassaga (M,, a hdromszog magassdga) paralelogrammat
kapunk, amelynek teriilete: T = a * m,. Ez a haromszdg teriiletének a kétszerese. A hdromszog tertilete tehat a

a*m,

paralelogramma teriiletének a fele: T =

(A masik két teriiletképlet hasonlo modon igazolhato.)

91. A deltoid keriilete, teriilete
K=(@+h)*2 T=—

A deltoid kiegészithet6 egy e, f oldalt téglalappa (e és f a deltoid atloja), melynek teriilete:
T=e*f
Ennek a téglalapnak a teriilete kétszerese a deltoid teriiletének.

. .. e*f
A deltoid teriilete: T = T
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92. A rombusz Kkeriilete, teriilete K=a*4

A rombusz paralelogramma: T =a * m,.

a
. e*f
A rombusz deltoid: T = -

93. A négyzet keriilete, teriilete
K=a*4

A négyzet egy egyenld oldalt téglalap: T=a* a=a’

A négyzet olyan deltoid, amelynek egyenldk az 4tloi:
exe _ €
e T=-"——=——
e 2 2

94. A kor keriilete, teriilete

K=2rn
T=r*r*a=r’n

n =3,14

95. A korcikk keriilete, teriilete

i i= —*g = —*¢q

b K=2r+i
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IB=5S 0 = 54 Ha testro] beszéliink, akkor a térnek feliiletekkel kériilhatérolt részére gondolunk.
Matematikdban ugy képzeljik el, hogy ezeknek a hatarold feliileteknek nincs vastagsaguk.
Vannak testek, amelyeket

— csak siklapok hatarolnak.

— siklapok és gorbe feliiletek hatarolnak.

— csak gorbe feliiletek hatarolnak.

A testet hatarolo siklapok a test lapjai. A siklapok talalkozasat élnek, az élek talalkozasat csticsnak nevezziik.
A geometridban a testeknek csak a méretiiket €s az alakjukat vizsgaljuk.

96. A test felszine, térfogata, szabalyos test fogalma

A test felszine: a test hatarolo feluletének a terulete.
A felszin jele a képletekben: A
A felszin mérésekor teriiletet mériink.

A test térfogata:: a koriilhatarolt térrész nagysagat jellemzi..

A térfogat jele a képletekben: V
Szabalyos test: olyan, sokszdglapokkal hatarolt konvex test, amelynek élei, ¢élszogei €s lapszogei egyenlok.
(Otféle szabdlyos test létezik.)

97. Hengerfeliilet szarmaztatasa, vezérvonal, alkoto., a henger, a henger palastja,

felszine, térfogata képlettel
Ha egy zart sikidom hatarolé vonalanak minden pontjan at parhuzamost huzunk egy adott egyenessel

— amely nem parhuzamos a sikidom sikjaval — akkor a végtelenbe nyuldé hengerfeliiletet kapunk. A
sikidomot a feliilet vezérvonaldnak nevezziik. Ha a végtelen hengerfeliiletet két parhuzamos sikkal
elmetssziik, akkor a két parhuzamos sikidom, és a hengerfeliilet altal hatarolt térrészt hengernek nevezziik.
(Vegylik észre, hogy a hasabfeliilet, (hasab), olyan specialis hengerfeliilet, (henger), amelynek a vezérvonala
sokszdget hatarol!)

A parhuzamos sikidomok a henger alapjai. Ezek egybevagok. A hengerfeliiletnek a hengert hatarol6 része a
henger palastja. A hengerfeliiletet alkotd egyeneseknek a palasthoz tartoz6 szakaszai a henger alkotoi. Az
alaplapok sikjainak tavolsaga a henger magassaga. Ha az alkotok merdlegesek az alaplapra, akkor egyenes
hengerrdl, egyébként ferde hengerrdl beszéliink. A henger felszine: A = 2T, + T, A henger térfogata: V =
Ta*m

vezérvonal

alkotok
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98. Az egyenes korhenger (Forgashenger)

Az egyenes korhenger alapja két egybevag6, parhuzamos korlap.

Az egyenes korhenger egy lehetséges

\V = rmm halgja.
- 2
3 A=2r n+2rmm
A=2rz (r+ m)

99. Az egyenes hasab, az egvenes hasib magassiga, lapatloja, testatloja, palistja,

haloja, felszine, térfogata képlettel
A hasab olyan henger, amelynek alaplapja sokszog. Az egyenes hasab: olyan test, amelyet két parhuzamos,

egybevagd sokszoglap és annyi téglalap hatarol, ahany oldala van a sokszdgnek. A két parhuzamos,
egybevagd sokszog a hasab alaplapja. A tobbi lap a hasab oldallapja. Az oldallapok egyiitt a hasab
palastjat alkotjak. Az egyenes hasab oldalélei merdlegesek az alapra.

Lapatlo: két, egy lapon 1évd, nem szomszédos csucsot 6sszekotd egyenes szakasz.

Testatlo: két, nem egy lapon 1évd csucsot Osszekdtd egyenes szakasz.

Magassag: A két alaplap sikjanak tavolsdga az egyenes hasdb magassdga. A magassdg megegyezik az
oldalél hosszaval.

A hasab felszine a hatarolo lapok teriiletének, azaz az alaplapok teriiletének (T,) és a palast teriiletének (Tp)
az Osszege: A=2T,+ Ty

A hasab halojat kapjuk, ha a hasdbot hatarolo feliiletet a sikban kiteritjiik. Ennek teriilete egyenld a hasab
felszinével.

A hasab térfogata: alaplap teriilete * testmagassag: V=T;*m

—

Otszog alapt egyenes hasib

5 ’
lapatlo | | 2L —testitls
i ! /
: ./
alaplap Jid \oldalél
: o
27T )
S, \
///
Il/
alapél—] » \oldallap
;\.~




MATEMATIKA Il. (GEOMETRIA)
100. A téglatest fogalma, haldja, felszine, térfogata
TEGLATEST:_ Olyan egyenes hasab, amelynek alapja téglalap. (Minden lapja téglalap.)

A =2(ab + ac + bc)

V =abc ac

A téglatest egy lehetséges haloja.

101. A kocka fogalma, haldja, felszine, térfogata

KOCKA: Olyan téglatest, amelynek minden éle egyenld.
a2
a
2
2 a 2 2
a a a
a a
a
a a’ A kocka egy lehetséges halgja.
v=a
A=6a’

102. A négyzetes oszlop fogalma, haloja, felszine, térfogata
NEGYZET ALAPU HASAB (négyzetes oszlop):_ Olyan téglatest, amelynek az alapja
négyzet.

a
a
, A négyzet alapu hasab egy lehetséges halgja.
V=a’m a a A = 2a° + 4am
3 A=2a(a+2m)
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103. A kupfeliilet szarmaztatasa, a kup

Ha egy zart sikidom hatarold vonaldnak (vezérvonal) minden pontjan 4t a sikidom sikjan kiviil fekvé P
pontbol félegyeneseket htizunk, akkor egy (végtelenbe nyulo) kupfeliiletet kapunk. Az adott sikidom és a
kupfeliilet altal hatarolt térrészt kupnak nevezziik. (Vegyiik észre, hogy a gulafeliilet, (gula), olyan specialis
kupfeliilet, (kip), amelynek a vezérvonala sokszoget hatarol!) Az adott P pontot a kiip csucsanak, az adott
sikidomot a kip alaplapjanak, a kupfeliiletnek a kipot hatarold részét a kiip palastjanak, a kup cstcsat az
alaplap hatarold pontjaival Osszekotd szakaszokat a kup alketéinak nevezziik. A kup csucspontjdnak az
alaplap sikjatol mért tdvolsaga a kiup magassaga. A kup felszine az alaplap teriiletének (T,) és a paldst
tertiletének (Tp) az Osszege: A = T, + Tp. A kup térfogata az alaplapjaval és a testmagassagaval megegyez6
alaplapu és magassagu henger térfogatanak a harmada:

alkotdk

vezérvonal

104. Egyenes korkip (Forgaskup)

Az egyenes korkup alaplapja kor. Az egyenes korkup magassaga a csticsbol az alaplap kozéppontjaba
allitott merdleges szakasz. A forgaskup alkotoi egyenld hosszgak.

A palast olyan korcikk, amelynek korive
a  olyan hosszl, mint az alaplap
keriilete, sugara pedig
mint a kip alkotoja.

Az egyenes korkup egy lehetséges
2 halgja.

A=r’r+rma A=rx (r+a)
2

A=r’n +r—n*u
360
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105. A gula, a gila magassaga, szabalyos gula, tetraéder

A gula egy olyan kilip, amelynek alaplapja sokszog. A gulat egy sokszdg, és annyi haromszog hatérolja,
ahany oldalu a sokszog. A sokszog a gula alaplapja, a haromszogek a gula oldallapjai. Az alaplapot hatarold
¢lek az alapélek. Az oldallapok az oldalélekben talalkoznak. Az oldalélek egy pontban, a gila
csucspontjaban futnak 0ssze. Az oldallapok egyiitt a ghla palastjat alkotjdk. A gula magassaga a gula
csucsa ¢és az alaplap sikjanak a tavolsdga, vagyis a csucsbdl az alaplap sikjara allitott merdleges szakasz
hossza.

Ha a gula alaplapja szabalyos sokszog, és a magassaganak talppontja az alaplap kézéppontjaban van, akkor
szabalyos gulanak nevezziikk. A haromszog alapt glla neve: tetraéder. A szabalyos tetraéder olyan gula,
amelynek minden lapja szabalyos haromszog.

A gula felszine az alaplap teriiletének (T,) és az oldallapok teriiletének, vagyis a palast teriiletének (Tp) az
Osszege: A = T, + Tp. A gila térfogata az alaplapjaval és a testmagassagaval megegyezd alaplapt és
magassagu hasab térfogatdnak a harmada:

Otszog alapt szabalyos gtla

oldallap
oldalél

A gula
magassaga (M)

Az oldallap
magassaga (m)

alapél/
alaplap

A gila haléja egy sokszogbdl, és annyi haromszogbdl all, ahany oldalu a gula.

A szabalyos 6tszog alapu glla egy lehetséges haloja.
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106. A geometriai transzformacio fogalma

Geometriai transzformacié Olyan fliggvény, amelynek az értelmezési tartomanya, és értékkészlete is
ponthalmaz. Az értelmezési tartomany elemei a targypontok, az értékkészlet elemei a képpontok. A
targypontokat altalaban az abécé nagybetiiivel, a képpontokat vesszdvel ellatott nagybetiikkel jeloljik. (B’,
C’ ejtsd: B vesszo, C vesszo)

107. Egybevagosagi transzformacio fogalma
Az egybevagosagi transzformacio olyan geometriai transzformacio, amely:

— Tavolsagtarto — Barmely A és B pont tavolsaga megegyezik a képeik,
A’ és B’ pontok tavolsagaval.

— Szakasztarté — Bérmely szakasz képe is szakasz.
— Szogtarto — Barmely szog képe vele megegyez0 nagysagu szog.
— Egyenestarté — Barmely egyenes képe egyenes

— Parhuzamossagtarto — Barmely, két parhuzamos egyenes képe is két
parhuzamos egyenes.

108. A tengelyes tiikrozés meghatarozasa, tulajdonsagai

Tengelyes tiikrozés: A sik t egyenesére vonatkozo tengelyes tiikkrozés olyan geometriai
transzformécio, amely a sik barmely, az egyenesre nem illeszkeddé A pontjdhoz hozzarendeli az A’ pontot
ugy, hogy az AA’ szakasz szakaszfelezd merdleges egyenese a t egyenes legyen. A tengelyes tiikrozés a t
tengely barmely pontjahoz 6nmagat rendeli.

A A’

X K X
]

X
B’

m X

cCxXcC
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A tengelyes tiikrozés tulajdonsagai:

1. A tengelyes tiikrozés a koriiljaras iranyat megvaltoztatja.

Az 6ramutato jarasaval ellentétes koriiljarasi irany: pozitiv irdny.

Az 6ramutato jarasaval megegyez0 koriiljarasi irdny: negativ irany.

2. A tengely minden pontja fix pont. (A fix pont képe 6nmaga.) A tengely
pontonként fix egyenes.

3. A tengelyre merdleges egyenes képe 6nmaga. (Nem pontonként fix
e egyenes.)

4. A tengellyel parhuzamos egyenes képe is parhuzamos a tengellyel. (A
tengely a kozépegyenes.)

A
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5. A tengellyel nem parhuzamos egyenes és képe a tengelyen metszi egymast.
Az egyenes és képe a tengellyel ugyanakkora szoget zar be.

e t

109. Tengelyesen tiikros sikidom fogalma, néhany tengelyesen tiikros sikidom
Tengelyesen tiikros a sikidom, ha van olyan t tengely (tiikkortengely), amelyre tiikkrozve a
sikidomot, az 6nmagaba megy at.
(Van olyan egyenes, amely mentén dsszehajtva a sikidomot, a ket rész fedi egymadst.)
Néhany tengelyesen tiikros sikidom:

Egyenl6 szart haromszog / \
Egyenl6 oldalti haromszog 2

Legaléabb 1 tiikkortengely.

3 tiikortengely

Téglalap Legalabb 2 tiikkortengely.

Neégyzet 4 tiikkortengely

Hurtrapéz (tiikros trapéz) { 5 Legalédbb 1 tiikkortengely.
Deltoid <\ Legalabb 1 tiikortengely.

Rombusz \ / Legalabb 2 tiikkortengely.
n-oldalu szabalyos sokszog n darab tiikértengely

[
Kor Végtelen sok tiikortengely.
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110. A kozéppontos tiikkrozés meghatarozasa, a kozéppontos tiikrozés tulajdonsagai

Kozéppontos tiikrozés: Az O pontra vonatkozé kézéppontos tiikrozés olyan geometriai transzformacio,
amely a sik barmely O-t6l kiillonb6zé A pontjahoz hozzarendeli az A’ pontot ugy, hogy az AA’ szakasz
felez6 pontja az O pont legyen. A kdzéppontos tiikrozés az O ponthoz 6nmagat rendeli.

A

A’

A kozéppontos tiikrozés tulajdonsagai:

1. A kozéppontos tiikrozés a koriiljaras iranyat nem valtoztatja meg.

A

2. Az O pont az egyetlen fix pont.

3. Az O ponton athalado egyenes képe 6nmaga. (Nem pontonként fix
egyenes.)
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4. Az egyenes és képe mindig parhuzamos.

111. Kozéppontosan tiikros sikidom fogalma, néhany kozéppontosan tiikros sikidom
Kozéppontosan tiikros (szimmetrikus) a sikidom, ha van olyan O pont (szimmetria
kozéppont), amelyre tiikkrozve a sikidomot, az 6nmagaba megy at.

Néhany kozéppontosan tiikrds sikidom: A sokszogek koziil csak a paros oldalszamuiak kozott talalhatunk
kozéppontosan tiikros sikidomot.

Az atlok metszéspontja a

Paralelogramma . N
szimmetriakdzéppont.

—
@)

sokszogek metszéspontja a
szimmetriak6zéppont.

Péros oldalszdmu szabalyos k) Az oldalfelezd merdlegesek
N

>(O
A kor kozéppontja a

Kor : N
szimmetriakdozéppont..

112. Szabalyos sokszogek szimmetriaja:
Tengelyes szimmetria:

Minden szabalyos sokszdg tengelyesen tiikrés. Minden n oldalu szabalyos sokszognek n darab tiikkortengelye
van.

A pératlan oldalszamu szabélyos sokszogek tiikortengelyei az oldalfelezd merdleges egyenesek (n darab).

A paros oldalszamu szabalyos sokszdgek tiikortengelyei az oldalfelezé merdleges egyenesek (n/2 darab, mert
a parhuzamos oldalak oldalfelez6 merdlegesei egy egyenesre esnek.), és a szogfelezd egyenesek (n/2 darab,
mert a szemkozti szogek szogfelezoi egy egyenesre esnek.).

Kozéppontos szimmetria:

A szabalyos sokszdgek koziil csak a paros oldalszamuak kdzéppontosan szimmetrikusak. Az oldalfelezd
merdleges egyenesek metszéspontja a szimmetriakzéppont.
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113. A pont koriili elforgatas fogalma, a pont koriili elforgatas tulajdonsagai

Pont Kkoriili _elforgatas: Adott O pont koriili, adott B iranyszogli elforgatas olyan geometriai
transzforméacio, amely a sik barmely O-t6l kiilonb6zé A pontjdhoz hozzarendeli az A’ pontot ugy, hogy az
OA szakasz hossza megegyezik az OA’ szakasz hosszaval és az AOA’ sz0g nagysaga és iranya megegyezik
a B szoggel. Az O pont koriili elforgatas az O ponthoz 6nmagat rendeli.

A X

A pont Kkoriili elforgatas tulajdonsagai:

1. A pont koriili elforgatas a koriiljaras iranyat nem valtoztatja meg.

2. Az O pont az egyetlen fix pont.

3. Az O pont koriili 180°-os elforgatas egyenértékii az O pontra vonatkozo
kozéppontos tiikrozéssel.
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114. Forgasszimmetrikus sikidom fogalma, néhany forgasszimmetrikus sikidom

Forgasszimmetrikus a sikidom, ha van olyan O pont, amely koriili 0°-nal nagyobb, de 360°-nal
kisebb iranyszogii elforgatas a sikidomot 6nmagéba viszi at.
Néhany forgasszimmetrikus sikidom:

Az atlok metszéspontja
Paralelogramma koriili 180°-kal valod
elforgatas.

Az oldalfelez6 merdlegesek
metszéspontja koriil, az

Szabalyos sokszogek oldalszimtél fiiged
iranyszoggel.
A kor kozéppontja koriili
Kor tetszbleges irdnyszogii

elforgatas.

A magassagpont koriili
120° tobbszoroseivel vald
elforgatés.

Egyenl6 oldalti haromszog

Az oldalfelezd merdlegesek
metszéspontja koriil, 90°
tobbszordseivel valo
elforgatas.

BN

Neégyzet

115. A vektor fogalma, egyenld vektorok, ellentett- és nullvektorok
Vektor: Iranyitott szakasz. Az elmozdulas iranyat és nagysagat hatarozza meg.

A
/C
D
B
—> —>
AB vektor: AB CD vektor: CD

Két vektor egyenlé, ha irdnyuk ¢és nagysaguk megegyezik.
Két vektor ellentettje egymasnak, ha nagysaguk megegyezik, de iranyuk ellentétes.
Nullvektor: Nulla hosszusagh, tetszéleges iranyt vektor.
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116. Az eltolas meghatarozasa, az eltolas tulajdonsagai
Eltolas: Adott BD vektorral vald eltolas olyan geometriai transzformacio, amely a sik barmely A
pontjahoz hozzéarendeli az A’ pontot ugy, hogy AA’ vektor irdnya és nagysaga megegyezzen a BD
vektoréval.

Az eltolas tulajdonsagai:

1. Az eltolas a koriiljaras iranyat nem valtoztatja meg.
A

2. Az eltolasnal nincs fix pont.

3. Az eltolasnal egyenes és képe mindig parhuzamos..
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117. Hasonlosagi transzformacio fogalma
A hasonlésagi transzformacioé olyan geometriai transzformacio, amely:

— Aranytartd — Barmely két szakasz hosszanak ardnya megegyezik
képeik hosszanak aranyaval. (Barmely AB és CD
szakaszok esetén, AB : CD = A’B’: C’D’.)

— Szakasztarto — Barmely szakasz képe is szakasz.
— Szdgtarto — Barmely szog képe vele megegyez0 nagysagu szog.
— Egyenestarté — Barmely egyenes képe egyenes

— Parhuzamossagtarto — Barmely, két parhuzamos egyenes képe is két
parhuzamos egyenes.

118. Kozéppontos hasonlésag meghatirozasa, tulajdonsagai
Kozéppontos hasonlésag: Az O kozépponti A (lambda) aranyszamu hasonlosadg a sik barmely O-t6l

. : A'O
kiilonb6z6é A pontjahoz hozzarendeli az A’ pontot ugy, hogy 20 =L, és az A’ pont az A pontot tartalmazé

O kezdopontu félegyenesen legyen. A kozéppontos hasonldsag az O ponthoz 6nmagat rendeli.

A’
oA _,
OA
OB _,
OB
AB _,
AB

A >1 = nagyitas
A =1 = helyben hagyas

0 <A < 1= kicsinyités
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A kozéppontos hasonlésag tulajdonsagai:

1. Az O pont az egyetlen fix pont.

2. Az egyenes és képe mindig parhuzamos.

A’ A

AB || A’B’
AC || A°C’
BC || B’C’

B’ C

119. Az egybevagosag fogalma, a hasonlosag fogalma
Az egybevagosag fogalma: Két alakzat egybevagd, ha van olyan egybevagosagi transzformacio, amely a

két alakzatot egymadsba viszi 4t.
Egybevagosagi transzformaciok egymasutanja (szorzata) is egybevagdsagi transzformacio.

Jelolése: =

A hasonlésag fogalma: Két alakzat hasonld, ha van olyan hasonlésagi transzformacio, amely a két
alakzatot egymasba viszi 4at. Hasonldsagi transzformacidk egymdasutdnja (szorzata) is hasonldsagi
transzformécio. Hasonlosagi- és egybevagosagi transzformaciok egymdasutdnja (szorzata) is hasonldsagi
transzformacio.

Jelolése: ~

120. Két hasonlo sikidom Keriiletének aranva

Két hasonl6 sikidom keriiletének aranya megegyezik a hasonldsag aranyszamaval. P =k

Igazoljuk az allitast két hasonld haromszog esetén:
ABCa ~ A’B’C’a, a hasonldsag aranyszama A. Ez azt jelenti, hogy az A’B’C’ haromszog minden szakasza
A—szorosa az ABC haromszog megfelelé szakaszainak.

a’=\A*a a,b,C,a,,b,,C’
b’ =A*b a haromszogek
¢ = ke megfelel6 oldalai
Az ABC haromszog keriilete:
K=a+b+c

Az A’B’C’ haromszog kertilete:
K’ — a’ + b’ _"_ c)
K’ =X*a+ A*b + A*cC

K’=X(@+b+c)
K’=AK //: K
sz

K

Az éllitast bebizonyitottuk.
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121. Két hasonlo sikidom teriiletének aranya
Két hasonlo sikidom teriiletének aranya megegyezik a hasonlosag aranyszdmanak a négyzetével.

T_
=

)\‘2

Igazoljuk az allitast két hasonld haromszdg esetén:

ABCa ~ A’B’C’a, a hasonldsag aranyszama A. Ez azt jelenti, hogy az A’B’C’ haromsz6g minden szakasza
A—szorosa az ABC haromszog megfeleld szakaszainak.

a’ = k*a aa a,a maa ma,
my’ =A*M, aharomszogek megfeleld
oldalai, illetve magassagai

Az ABC haromszog teriilete:

am
T=—"22
2
Az A’B’C’ haromszog teriilete:
am.'
TI: a
2
AF*a*A*m
TI: a a
2
A*A*a*
TI: a ma
2
7»2* *
T': a ma
2
T':7\/2 *ama
2

T'=A*T /:T

I:;f
T

Az allitast bebizonyitottuk.
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122. Két hasonlg test térfogatanak aranya
Két hasonlo test térfogatanak aranya megegyezik a hasonlosag aranyszdmanak a kobével.

V.
Y,

)\‘3

Igazoljuk az allitast két hasonld téglatest esetén:

ABCDEFGH téglatest ~ A’B’C’D’E’F’G’H’ téglatest, a hasonldsag aranyszama A. Ez azt jelenti, hogy az
A’B’C’D’E’F’G’H’ téglatest minden szakasza A—szorosa az ABCDEFGH téglatest megfeleld szakaszainak.

[—
E’—;*g a,b,C,a,,b’,C’
B a téglatestek
c’=A*C IR
megfelelo élei
Az ABCDEFGH téglatest térfogata:
V=a*b*c
A’B’C’D’E’F’G’H’ téglatest térfogata:
Va — a: % ba %k C’
V> =ia*Ab*Ac
V=A*A*A*a*b*c
V'=2%a*h*c
V=2V vV
K =22
\Y

Az allitast bebizonyitottuk.
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123. A haromszogek egybevagosaganak alapesetei
Két haromszog egybevagé, ha

1. Oldalaik paronként egyenldk

2. Két-két oldaluk és az altaluk
kozbezart szog egyenlo.

3. Két-két oldaluk és a
nagyobbikkal szemkozti szogiik
egyenlo.

4. Egy-egy oldaluk és a rajta fekvo
két-két szogiik egyenld.

124. A haromszogek hasonlosaganak alapesetei
Két haromszog hasonlé, ha

1. Oldalaik aranya paronként N
egyenld. o\

2. Két-két oldaluk aranya és az
altaluk kozbezart szog egyenld.

3. Két-két oldaluk ardnya és a
nagyobbikkal szemkozti szogiik
egyenld.

4. Két-két szoglik paronként
egyenld.
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125. Az n oldalu sokszog egy csucsabol huzhato atlok szama

Az n oldald sokszog eqy csticsabél hiizhato atlok szama n-3.

Az n oldalu sokszdgnek n darab cstucsa van. Valasszunk ki koziiliik egyet, amelybdl kiinduléd atlokat
akarjuk megszdmolni, majd keressiik meg azokat a csucsokat, amelyekbe huzhat6 atlo.A kivalasztott csucs
kiesik, mivel 6nmagdba nem vezet atlo, és a fennmaradd n-1 csacs koziil ketté a kivalasztott csucs
szomszédja, igy hozzajuk sem htizhat6 atl6. Marad n-3 cstcs. Ezek mindegyikébe egy 4tlo huizhato.

126. Az n oldalu sokszog atléinak a szama

n-3)*n
Az n oldali sokszog atléinak a szaima %
Nézziink egy példat!

Mennyi atlgja van egy 6tszognek?
Szamoljuk meg!
A E
B
D
C
A sokszognek n darab (esetiinkben 5) cstcsa van. Lathato, hogy minden csticsbol n-3 (ez most 2) atld
htzhato.

(n-3)*n — most 2 * 5 = 10 — atlonak kellene lennie az okoskodasunk szerint. Igen am, de csak 5 van.
A hibat ott kovettiik el, hogy minden 4tlot kétszer, mindkét végpontjanal szamoltuk.
Ezért az (N-3)*n szorzatot 2-vel osztva kapjuk a helyes eredményt.

Az 6tszog atloinak szama:

(n-3)*n _ (5-3)*5
2 2

=2
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127. Az n oldalu sokszog belsé szogeinek dsszege
Az n oldali konvex sokszoget az egy csiicsabol kiindulé atlok n-2 haromszogre osztjak.

Az n oldali konvex sokszog belsé szogeinek osszege (n — 2)*180.

Hatarozzuk meg rajz segitségével egy konvex hétszog belsé szogeinek az 6sszegét! Osszuk fel a hétszoget
egy cstucsabol huzott atlokkal haromszdgekre! Barmelyik csucsot valaszthatjuk.

o\/]

n — 2, ebben az esetben 7 — 2 = 5 haromszoget kaptunk. Megfigyelhet6, hogy a haromszogek belsé szogeinek
az dsszege pontosan a hetszog belsd szogeinek dsszegét adja. Egy haromszog belsé szdgeinek 6sszege 180°.
Ot haromszodgiink van. A hétszdg belsé szogeinek dsszege:

(N —2)*180° = (7 — 2) * 180° = 900°

128. Az n oldalu szabalyos sokszog egy belsé szogének a nagysaga

_ *
Az n oldalu szabalyos sokszog egy belso szogének nagysaga: —(n 2) 180

Felhasznaltuk, hogy a szabalyos sokszdg minden belsd szoge egyenld.
Szamitsuk ki a szabalyos tizszog egy szogének a nagysagat!

(n—2)*180 _ (10-2)*180 _
n 10

144°

-59 -



MATEMATIKA Il. (GEOMETRIA)
129. Kozépponti szog fogalma, tulajdonsagok
Kozépponti szog: Olyan szog, amelynek a csucsa a kor kdzéppontjaban van..

A kornek azt az ivét, amely a szog belsejébe esik, a kozépponti szoghdz
tartozo korivnek nevezziik.
Egy korben, vagy egyenld sugaru korokben
— egyenlo kozépponti szogekhez, egyenld korivek
tartoznak.
— egyenl6 korivekhez, egyenld kézépponti szogek
tartoznak.

130. Keriileti szog fogalma, tulajdonsagok
Keriileti szog: Olyan konvex szog, amelynek a csticsa a kor keriiletén van, szarai a kor
harjai, vagy az egyik széra hur, a mésik érintd.
Egy korben, vagy egyenlo sugaru korokben
— egyenlo kertileti szogekhez, egyenld korivek tartoznak.
— egyenl6 korivekhez, egyenld kertileti szogek tartoznak.

Ha egy konvex szog csucsa a koron beliil van, akkor a szog nagyobb az ugyanahhoz a korivhez tartozo
kertileti szognél.
Ha egy konvex szog cstcsa a koron kiviil van, akkor a szog kisebb az ugyanahhoz a koérivhez tartozé keriileti
szOgnél.

AL
| v y<B<a
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131. Osszefiiggés az ugyanahhoz a korivhez tartozo kozépponti és keriileti szog kozott

TETEL: (Allit4s):

A kor barmely kozépponti szoge kétszerese az ugyanahhoz az ivhez tartozo Keriileti szognek.
Az allitast négy kiilonbozo esetre bizonyitjuk.
Bizonyitas:

1. A kOzépponti szOg csticsa a keriileti sz0g szdgtartomanvyéba esik.

Bizonyitando:

B

Az OAC és az OBC haromszogek egyenld szarti haromszogek, mert két-két oldaluk sugar. Ezért az alapon
fekvo szogeik egyenlok.
A B szoget az OC szakasz két részre , B1 és B2 szogekre osztja.

Belathat6, hogy
o+ (180° —2B;) + (180° — 2B,) = 360°
a+360° —2B1—2B2=360° //-360°

a —2(B1+B2) =0
a—28=0 //+2p

o =28 /2
o=t
2

Az allitast bebizonyitottuk.
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2. A kozépponti szOg csucsa a keriileti sz0g szarara esik.

Bizonyitando:

N R

c

B

o + (180°- 2B) = 180°
o+ 180°- 2B = 180° //-180°
o—-2B=0 //+2B

o=2p
o
E—ﬁ

Az allitast bebizonyitottuk.

3. A kodzépponti sz0g csucsa a keriileti szog szdgtartomanyan kiviilre esik.

180-2(B+P1)

Bizonyitando:
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Az OBC haromszog egyenld szaru, ezért az alapon fekvd szogei egyenlok.
Az AOC haromszog egyenld szara, ezért az alapon fekvo szogei egyenldk

Az AOC haromszdgben:
2 31 +[180° — 2(B + B1)] + o = 180°

2 By +180°—2B — 2By + o= 180° //— 180°
a-2B=0 //+2B

w=28 /2
a
E_B

Az éllitast bebizonyitottuk.

4. A keriileti sz0g érint0szarq.

Az AOB haromszog egyenld szaru, ezért az alapon fekvd szogei egyenlok.

A bizonyitasndl felhasznaljuk, hogy az érintési pontba huzott sugar mindig merdleges az érintdre

o +2(90°- B) = 180°
o+ 180°-23 =180° //—180°
a—-28=0 IN+2
o=2p
o

5=
Az allitast bebizonyitottuk.
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132. Thalesz tétele

1.TETEL: (Allitds):

Egy AB szakasz, mint atméro folé rajzolt korvonal A, B pontoktol kiilonbozé6 C pontjat
osszekotve a szakasz végpontjaival, derékszogii haromszoget kapunk. A derékszogii csucs mindig a C
csucs. A kort az AB szakasz Thalesz korének nevezziik.

Bizonyitas:

Bizonyitando:

o+ B =90°

Az AOC haromszog egyenldszari haromszog, ezért az alapon fekvé szogei egyenlok.
A BCO haromszog egyenldszarti haromszog, ezért az alapon fekvd szogei egyenlok.

a+p+(a+p)=180°
20+ 2 = 180°
2(c.+ B) =180° //:2

o+ B =90°

Az éllitast bebizonyitottuk.
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2.TETEL: (Allitas):

Az ABC derékszogil haromszog koré rajzolhato kor kozéppontja az atfogé felezo pontja.
Bizonyitas:
Vegyiik fel az ABC derékszogli haromszoget!

Bizonyitando:
az A, B, C pontok egyenld tavolsagra vannak az AB szakasz felez6pontjatol (F).

Tiikrozziik az ABC haromszoget az F pontral

C

C’
A kozéppontos tiikrozésnél szakasz és képe mindig parhuzamos és egyenld, ezért belathatd, hogy az
ACBC’ négyszog paralelogramma.
Az ACBC’ paralelogramma C csucsanal 1év6 szoge derékszog, ezért az ACBC” paralelogramma téglalap.

A téglalap atloi egyenld hosszuiak, és felezik egymast = F pont egyenld tavolsagra van az A, B, C, C’
csticsoktol = F pont az ABC haromszog koré rajzolhatd kor kdzéppontja.

Az 1. és 2. allitas kovetkezménye:

Thalesz tétele: A sik azon pontjainak halmaza, mértani helye a sikon, ahonnan egy adott AB szakasz
derékszogben latszik, az AB szakasz Thalesz kore.
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133. Erinté egyenes szerkesztése korhoz, adott kiilsé pontbdl.

Szerkessziik meg az O kdzéppontt kor A pontra illeszkedd érintd egyeneseit!

1. Iépés:
Szerkessziik meg az OP szakasz Thalesz-korét! (Ehhez az OP szakasz F felezéponjat kell
megszerkeszteniink.)

P2
2. 1épés:
A P1, P, metszéspontok a keresett érintési pontok. Rajzoljuk meg az A kezdéponta Py, Py
pontokat tartalmazo félegyeneseket!
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134. Hurnégyszog

TETEL: (Allitds): Egy négyszog akkor és csak akkor hirnégyszog, ha szemkozti szégeinek dsszege 180°

1. Ha egy négyszog hurnégyszog, akkor szemkozti szogeinek osszege 180°.
Bizonyitas:

Az ABCD hurnégyszog két tetszdleges szemkozti szoge o és y.  Bizonyitand6: o +y = 180°

o Az A pontot tartalmazo, BD korivhez tartozo kertileti szog. Ehhez a korivhez tartozo kézépponti szog 2a.

(Az ugyanahhoz a korivhez tartozo keriileti- és kozépponti szogek kozotti osszefiigges alapjan.)

v: A C pontot tartalmazo, BD korivhez tartozé keriileti szog. Ehhez a korivhez tartozo kozépponti szog 2y.
(Az ugyanahhoz a korivhez tartozo keriileti- és kozépponti szogek kézotti osszefiiggés alapjan.)

200+ 2y=360° //:2
ot+y=180°

2. Ha egy négyszog szemkozti szogeinek osszege 180°, akkor a négyszog huirnégyszog.
Bizonyitas:

Azt kell bizonyitanunk, hogy ha az ABCD négyszog két tetszleges szemkozti szogének 6sszege 180°,
akkor ebbdl kovetkezik, hogy az ABCD négyszog hurnégyszog. A bizonyitasnal felhasznaljuk, hogy minden
haromszog koré rajzolhato a csucsokat tartalmazo kor.

Az ABCD négyszog csucsai koziil valasszuk ki az A, B, D cslicsokat. (Barmelyik masik harmat is
valaszthatndnk.) Van olyan korvonal, amely az ABD hiaromszg mindhdrom cstcsan atmegy.

Bizonyitand6: A C csucs is rajta van ezen a koron.
A bizonyitast indirekt modon végezziik: Tegyiik fel, hogy a C pont nincs rajta a koron.

L2 .
L2 .
L]
LT TTTT Lk

S

W)

Az abran lathatd, hogy feltevésiink szerint C pont nincs rajta az A, B, D pontokat tartalmazé kron.
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Vegyiink fel a B, D végpontu A-t nem tartalmaz6 koriven egy C’ pontot. Az ABC’D négyszog hurnégyszog,

hiszen mind a négy csucsa illeszkedik a kdrvonalra. A hurnégyszog szemkdzti szogeinek 0sszege 180°, tehat:
o+y’=180°
A kiindulési feltételbdl kovetkezik, hogy
o +y=180°
Ekkor azonban:
_ Y=Y’
ami lehetetlen, mert ha egy konvex szog cstcsa a koron beliil (kiviil) van, akkor a sz6g nagyobb (kisebb) az

ugyanahhoz a korivhez tartoz6 keriileti szognél.
Az az allitasunk, hogy a C pont nincs rajta az A, B, D pontokra illeszked6 korvonalon, ellentmondashoz

vezetett. Ebbol kovetkezik, hogy a
a C pont nincs rajta az A, B, D pontokra illeszked6 korvonalon allitas hamis. Akkor az ellentettjének igaznak
kell lennie.

A C pont rajta van A, B, D pontokra illeszked6 korvonalon.
Ekkor azonban az A, B, C, D négyszog hurnégyszog.
Allitasunkat bebizonyitottuk.

135. Erinténégyszog:
TETEL: (4llitds):

Egy négyszog akkor és csak akkor érintonégyszog, ha két- két szemkozti oldalanak 6sszege egyenlo.

1. Ha egy négyszog érintonégyszog, akkor két-két szemkozti oldalanak osszege egyenlo.
Bizonyitas:
A bizonyitasnal felhasznaljuk, hogy adott kiils6 pontbdl adott korhoz huzott két érintészakasz egyenld
hosszu.

Bizonyitando: AB + CD = AD + BC
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A rajzon egyforma vonallal és azonos betlivel jeldltiik a kozos kiilsé pontbdl kiindul6 érintdszakaszokat.
Ezek a szakaszok egyenld hossztak.
AB+CD=(@a+bh)+(c+dy=a+b+c+d
AD+BC=(@+d)+(b+c)=a+d+b+c

Az 0sszeadasnal a zarojel elhagyhato. A két 6sszeg csak a tagok sorrendjében kiilonbozik egymastol.
Osszeadasnal a tagok sorrendje tetszés szerint felcserélhetd, az 6sszeg nem valtozik.

Ezt felhasznalva:
AB+CD=AD+BC
Allitasunkat bebizonyitottuk.

2. Ha egy négyszog két-két szemkozti oldaldnak dsszege egyenld. akkor a négyszog érintonégyszog.
Ezt az allitast higgyiik el egyeldre bizonyitads nélkiil!

136. Haromszog egyenlotlenség
TETEL: (dllits):

A haromszog barmely két oldalinak az 6sszege nagyobb, mint a harmadik oldal.
A a+tb>c
C b b+c>a

a+c>b

a C

Az A, B, C varosokat az a, b, ¢ utak kotik 6ssze, az abran lathaté modon. A B varosbol akarok eljutni
az A varosba. Ezt két uton tehetem. Mehetek a C varoson keresztiil, ekkor a megtett Gt a + b, és mehetek a C
uton. Mivel tudjuk, hogy két pont kozott a legrovidebb Ut az egyenes, konnyen belathato, hogy:
a+b>c.

A masik két egyenlOtlenség igazsaga is hasonldo modon igazolhato.
Harom szakaszbol csak akkor szerkeszthetd haromszdg, ha teljesiil rajuk a haromszog egyenldtlenség. A
szerkesztés megkezdése elott errdl illik meggydzddni.
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137. A haromszog belso szogeinek az dsszege
1. TETEL: (Allitas): A haromszog belsé szogeinek 6sszege mindig 180°.

Bizonyitas:

Bizonyitando:
o+ p+y=180°

Az A cstcson athalado e egyenes parhuzamos az a oldallal.
1. B =B’ mert forditott allasn szogek

2.y =17 mert forditott allast szogek
3. a+p’+y’ =180° mert egyenesszoget alkotnak
B’ helyére a vele egyenld B-t, vy’ helyére a vele egyenlé y-t irva a 3. egyenletbe:

a+f+y=180°
Az allitast bebizonyitottuk.

138. A haromszog Kiilso szoge, 0sszefiiggés a haromszog belso szoge és a mellette fekvo

kiilso szog kozott
2. TETEL: (Allitas): A haromszoég barmely belso, és a mellette fekvo kiils6 szogének osszege

mindig 180°.
Kiilso szog: A haromszog barmely oldalanak meghosszabbitasakor keletkez6 mellékszoget nevezziik kiilsé
szognek

o+ o’ =180° mert mellékszogek
B+ B’ =180° mert mellékszogek

Bizonyitas:

y+7v’ =180° mert mellékszogek

a C

o’ B’y kiilsé szogek

-70 -



MATEMATIKA Il. (GEOMETRIA)
139. Osszefiiggés a haromszog kiils6 szoge és a nem mellette fekvo belsé szogek kozott
3. TETEL: A hiromszog barmely kiils6 szoge egyenlé a nem mellette fekvé belso szogek osszegével.

Bizonyitas:

a ~
) C
A bizonyitast o’ -re végezziik el, de a mésik két sz6g esetén ugyanigy kell
eljarni.

Bizonyitando: o’ = B +7y
Az 1. és 2. tétel alapjan tudjuk, hogy
o+ +y=180°
o +o’=180°
A két egyenlet jobb oldala megegyezik, akkor bal oldalaik is egyenlok.

o +a’ = atB+ty /ll-a
, Az allitast
a = B+y bebizonyitottuk.

140. A haromszog kiilso szogeinek az dsszege

TETEL: (Allitis): A haromszog Kiilsé szégeinek osszege 360°.

Bizonyitas:

Bizonyitando: o’ + B’ + ¢’ = 360°
Az 1. és 2. tétel alapjan tudjuk, hogy
o+ p+y=180°
a+o’=180° B+B’=180° y+y’ =180°

(@ +a’) + B+P’) + (y+y') =540°
N e J ¢ v VRN v J

180° 180 180
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Zarojelbontas, és Ujra csoportositas utan:

(a+B+y)+(c+p +y")=540°
180°
180°+ (o> + B’ +7” ) =540° //—180°
o’ +B’+y” =360°
Az allitast bebizonyitottuk.
141. Osszefiiggés a hairomszog oldalai és szogei kozott
1.TETEL: (Allitis): Eqy adott haromszogben egyenlé oldalakkal szemben egyenlé szogek,

egyenlo szogekkel szemben egyenlé oldalak vannak.
Az egyenld szaru haromszdg tulajdonsagainak ismeretében allitdsunk belathato.

2. TETEL: (Allitds): Egy adott haromszogben nagyobb oldallal szemben nagyobb szég van.
A

Bizonyitas:

Az abran 1év6 haromszogben b >c
Bizonyitando:
B>y
Felvesziink a b oldalon egy D pontot tigy, hogy AB = AD.
Igy az ABD haromszdg egyenld szari haromszog, amelynek alapja a BD szakasz.

A BD szakasz a B szoget két részre osztja: f = 1 + B2 Belathato, hogy B > B1 és > Bo.
Az ABD haromszdg alapon fekvo szogei egyenldk ezért 31 = O.
A BCD haromszognek kiilsé szoge J, ezért igaz a kovetkezo:

Pr=0=P2 +y

Helyettesitsiik be a

B =P1+ P2 egyenletbe!

B=(B2 +v)+B

B=2P2 +y II—v

B—v=2B
2B2 > 0, hiszen B, csak pozitiv lehet.
A B —y kiilonbség pozitiv voltabol kovetkezik:

B>y
Az allitast bebizonyitottuk.
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3. TETEL: (Allitds):

Egy adott haromszogben nagyobb széggel szemben nagyobb oldal van.

Bizonyitas:

Az abran 1év6 haromszogben
o>y

Bizonyitando:
a>c

Indirekt mdédon bizonyitunk.

Tegyiik fel, hogy o >y esetén nem igaz, hogy
a>c.

Ekkor két eset lehetséges:
1. eset:

a=¢
ekkor azonban az 1. tétel miatt o =y, ami ellentmond annak a kiindulasi feltevésiinknek, hogy a. >y .

2. eset:
a<c

ekkor azonban a 2. tétel miatt a. <y, ami ellentmond annak a kiindulasi feltevésiinknek, hogy o >y .

Az a feltevésiink, hogy
a >y esetén nem igaz, hogy a > c
ellentmondashoz vezetett, ebbdl kovetkezik, hogy
o >yesetén aza>cC
allitas igaz.

Az allitast bebizonyitottuk.
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142. A haromszog koré irhato kor kozéppontja
TETEL: (Allitds):

A haromszog oldalfelez6 merodlegesei egy pontban metszik egymast. Ez a pont a haromszog koré irhaté
kor kozéppontja.
(Minden haromszog koré irhato olyan kor, amely atmegy a haromszog csucsain.)

Bizonyitas:

Vegyiik fel az a és b oldal felezémerdlegeseit! f, és f, csak akkor lehetnének parhuzamosak, ha a
hozzajuk tartozé oldalak is parhuzamosak lennének egymassal, ami haromszog esetén lehetetlen. Tehat f, és
f, metszOk, a metszéspont O.

Bizonyitando:
fc is atmegy az O ponton.

A bizonyitasnal felhasznaljuk a szakaszfelezd merdleges egyenesnek azt a tulajdonsagat, hogy minden pontja
egyenld tavolsdgra van a szakasz végpontjaitol, és hogy minden olyan pontot tartalmaz, amely egyenld
tavolsagra van a szakasz végpontjaitol..

Az O pont illeszkedik az f, oldalfelezére, ezért

OB=0C
Az O pont illeszkedik az f, oldalfelezére, ezért
OA=0C
A két egyenlet jobb oldala megegyezik, ezért a bal oldalak is egyenldk.
OB = 0OA

Ami azt jelenti, hogy az O pont egyenl6 tavolsagra van a c oldal A és B végpontjatol, vagyis rajta van a c
oldal oldalfelez6 merdlegesén, fe-n.

Bebizonyitottuk, hogy mindharom oldalfelezé merdleges egyenes kdzos metszéspontja az
O pont.

OB=0A=0C
Az O pont a haromszdg mindharom csticsatol egyenld tavolsagra van, ezért az O pont az ABC haromszog
cstcsaira illeszkedd kor kozéppontja.
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143. A haromszogbe irhaté kor kozéppontja
TETEL: (Allitds):
A haromszog belsé szogeinek szogfelezé egyenesei egy pontban metszik egymast. Ez a pont a

haromszogbe irhatd, a haromszog oldalait beliilrol érinté kor kozéppontja.
(Minden haromszogbe irhatéd olyan kor, amely beliilrél érinti a haromszog oldalait.)

Bizonyitas:

Vegyiik fel az a és B szogek szogfelezé egyeneseit! Belathato, hogy f, és fg metszok, a metszéspont O.
Bizonyitando:
f, is atmegy az O ponton.

A bizonyitasnal felhasznaljuk a szogfelez0 egyenesnek azt a tulajdonsagat, hogy minden pontja egyenld
tavolsagra van a szOg szaraitol, és hogy minden olyan pontot tartalmaz, amely egyenld tavolsagra van a szog
szaraitol.

A T, Ty és T, pontok az O pontbdl az oldalegyenesekre allitott merdleges szakaszok — ezek az O pontnak
az oldalegyenesekt6l valo tavolsagai — talppontjai.

Az O pont illeszkedik az f, szogfelezore, ezért

OT, =0T,
Az O pont illeszkedik az fg szogfelezore, ezért
OT,=0T,
A két egyenlet jobb oldala megegyezik, ezért a bal oldalak is egyenldk.
OT.=0Ty

Ami azt jelenti, hogy az O pont egyenl6 tavolsagra van az a és b oldalegyenesektdl, vagyis rajta van a y szog
f, szogfelezd egyenesén.

Bebizonyitottuk, hogy mindharom szdgfelez6 egyenes k6zds metszéspontja az O pont.

OT,=0T,=0T,
Az O pont a hdromszdg mindharom oldalegyenesétdl egyenld tavolsagra van, ezért az O pont az ABC
haromszogbe irhatd, az oldalakat beliilrdl érinté kor kozéppontja.
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144. Magassagpont
TETEL: (Allitis): A haromszog magassagegyenesei egy pontban, a magassagpontban metszik egymast.

Bizonyitas:

Bebizonyitjuk, hogy az ABC haromszdg magassagegyenesei az A’B’C’ haromszognek oldalfelez6
merdleges egyenesei, amelyek — az 1. tétel szerint — egy pontban metszik egymast.
A kozéppontos tiikrozés tulajdonsagainak felhasznalasaval belathatd, hogy
—az A’C és B’ pontok egy egyenesen vannak

Az ABC haromszoget az F, , majd az Fy, felez6pontra tiikrozve, a keletkezett A’C és CB’ szakaszok
parhuzamosak az AB szakasszal, igy egymassal is. Mivel van egy ko6zds pontjuk, a két szakasz egy
egyenesen van.

Ugyanigy bizonyithatd, hogy
—a C’A ¢és B pontok egy egyenesen vannak
— a C’B és A’ pontok egy egyenesen vannak

Ezt azért volt fontos tisztazni, hogy belassuk: az A, A’, B, B, és C, C’ pontokat tartalmazé sokszog
haromszog.
A kozéppontos tiikrozés egybevagodsagi transzformacio, ezért az A’C és CB’ szakaszok amelyek az

AB szakasz képei egyenld hossziuak az AB szakasszal, igy egymassal is. Ebbdl kdvetkezik, hogy a C pont az
A’B’ szakasz felez6pontja.
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Mivel a C pont az ABC haromszdg csucsa is, ezért illeszkedik az ABC haromszog m; magassagegyenesére.

Az m. tehat 4&tmegy a C ponton, és igy felezi az A’B’C’ haromszog A’B’ oldalat. Most azt kell igazolni,
hogy merdleges erre az oldalra.
Az AB szakasz a tiikrozés miatt parhuzamos az A’C és a CA’ szakaszokkal, igy az A’B’ oldallal is.
Az m; mint az ABC haromszog magassagegyenese merdleges az AB oldalra és a vele parhuzamos A’B’
oldalra is.
Bebizonyitottuk, hogy m. merdleges az A’B’ oldalra ¢és felezi azt, tehat az A’B’ oldal oldalfelezd
merdlegese.
Ugyanigy bizonyithatd, hogy m, és my is az A’B’C’ haromszog oldalfelezé merdleges egyenesei. Az 1. tétel
szerint az oldalfelezé merdleges egyenesek egy pontban metszik egymast.
Az m;, mp, M. egyenesek tehat egy pontban metszik egymast. Ezt akartuk bizonyitani.

A haromszog magassagegyenesei metszéspontja a haromszog magassagpontja (M).

A hegyes szogli haromszog magassagpontja mindig a haromszog belsejében van.
A derékszogli haromszog magassagpontja mindig a derékszdg csucsa.
A tompaszogli haromszog magassagpontja mindig a haromszogon kiviil van.

* M
.

.

“

““
hegyesszogli haromszog. *** derékszogli haromszog

tompaszdgli haromszog

145. A haromszog kozépvonala
TETEL: (Allitas): A haromszog kozépvonala fele a szemkozti oldalnak és parhuzamos vele.

A haromszog kozépvonala: A haromszog két oldalanak felezépontjat 6sszekotd egyenes szakasz.

B C
Fa

Az F,, Fp, F¢ pontok felez6 pontok az FiFp, FaFc, és az FpF¢ szakaszok az ABC haromszog kézépvonalai.

-77 -



MATEMATIKA Il. (GEOMETRIA)

Bizonyitas:
Bizonyitando: F, F, szakasz hossza fele az AB szakaszénak.

F. FoCa ~ ABCa
mert
C F,: BC =C Fp: CA ¢s a kozbezart BCA szog kozos

Mivel F, a BC szakasz felezépontja, a hasonldsag aranya 1:2, és igy
FaFpb:AB=1:2
Az F, Fp k6zépvonal valoban fele a vele szemkdozti AB oldalnak.
Az éllitas a masik két kozépvonalra is hasonl6 mdédon igazolhato.

Bizonyitando: FaFp || AB

Mivel a haromszog kézépvonala fele a szemkdzti oldalnak:
Fan = BF(;, F(;Fb = BFa

A BF FpFc négyszog szemkozti oldalai egyenld hosszuak, tehat a négyszog paralelogramma.
A paralelogramma szemkozti oldalai parhuzamosak, ezért

FaFp || AB
Ami pontosan a bizonyitand6 allités.

146. A haromszog sulyvonala, a sulypont fogalma, a sulypont a sulyvonalat 2:1
aranyban osztja

TETEL: (Allitis): A haromszog siilyvonalai egy pontban, a stilypontban (S) metszik egymast. A
sulypont a silyvonalat 2:1 aranyban osztja gy, hogy a csucs felé esik a 2 rész.
Sulyvonal: A haromszog csucsat a szemkozti oldal felez6pontjaval 6sszekotd egyenes szakasz.

Bizonyitas:

A A

1. abra 2. abra

Belathat6, hogy S, €s S, stilyvonalak metszik egymast.

Bizonyitando:
A harmadik sulyvonal, S is illeszkedik az s, és Sp metszéspontjara.

Az 1. abran az ABC hdromszog S, €s Sp stilyvonalait, mig a 2. 4bran ugyanennek a haromszdgnek az S, €s Sc
sulyvonalait jeloltiik. Az S, és Sp metszéspontjat S;-gyel, az s, €s Sc metszéspontjat S,-vel jeloltiik. A cél
annak a bizonyitdsa, hogy az S; és S, pontok illeszkednek egymasra.

ABSia ~ FaFpSia

-78 -



MATEMATIKA Il. (GEOMETRIA)
Az F Fyp szakasz az ABC haromszog kdzépvonala, ezért parhuzamos az AB oldallal, igy az 1. abran azonos
bettivel jelolt szogek valtoszogek, tehat egyenldk.
Az F,Fy szakasz, mivel az ABC haromszog kozépvonala, fele az AB oldalnak.

Az ABS;p és az FiFpSia hasonlosaganak aranya 2:1.
Bebizonyitottuk, hogy az S; pont az s, sulyvonalat 2:1 aranyban osztja.

ACSza ~ FaFcSaa
Az F,F¢ szakasz az ABC haromszog kozépvonala, ezért parhuzamos az AC oldallal, igy a 2. abran azonos
bettivel jelolt szogek valtoszogek, tehat egyenlok.
Az F4F szakasz, mivel az ABC haromszog kozépvonala, fele az AC oldalnak.

Az ACSya ¢és az FaFcSya hasonlosaganak aranya 2:1.
Bebizonyitottuk, hogy az S, pont az s, sulyvonalat 2:1 aranyban osztja.

Az S; pont az s, sulyvonalat 2:1 ardnyban osztja. Az S, pont az s, sulyvonalat ugyancsak 2:1 aranyban osztja.
Az S; és S; pontok az AF; szakaszon az A ponttol egyenld tavolsagra helyezkednek el. Ez csak ugy lehet, ha
az S; és S, pontok illeszkednek egymasra, vagyis ugyanarrol a pontrél van szo.

Jeloljiik ezt a pontot S-sel.

Az abréakon lathato, hogy az S,, Sp €s S¢ silyvonalak is illeszkednek az S pontra.

Az sy, Sp €s S¢ sulyvonalak egy pontban metszik egymast.

Ezt akartuk bizonyitani.

147. A trapéz ,kiizépvronala szamtani kozepe az alapoknak
TETEL: (Allitas): A trapéz kdzépvonala szamtani kézepe (atlaga) az alapoknak.

Bizonyitas:

(o DC a

Bizonyitando:
K=2atC
2

B IIIIIIIII:A’
a CD’ ¢

Az ABCD trapézt kozéppontosan tiikroztiik a CD szar F; felezépontjara.
BF; = F1A mert F; felez6pont.
A kozéppontos tiikrozés tulajdonsagaibol kovetkezik, hogy az F; F; és az F,’ F;” szakaszok egy egyenesbe
esnek, és az F1 F; ’ hossza 2k.
Ugyancsak a kozéppontos tiikrozés tulajdonsagaibol kovetkezik, hogy a BF; F1 ’A’ négyszog
paralelogramma. A paralelogramma szemkd&zti oldalai egyenldk:
2k=a+c //:2

Az allitast bebizonyitottuk.
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148. Pitagorasz-tétel

A derékszogii haromszog befogoira emelt négyzetek teriiletének dsszege egyenlo az atfogora emelt

négyzet teriiletével.

Bizonyitas:

1. abra

MATEMATIKA Il. (GEOMETRIA)

Bizonyitando:

b a’ + b%=¢?

Il. abra

Az 1. abran az ABCa befogoi: a, b.

A 1II. abran az atb oldala négyzetet
felosztottuk négy, az ABCa -gel
egybevago haromszogre, (4 két befogo és
a kozbezart szog megegyezik.) és egy C
oldalt rombuszra.

Belathato:

(o +B)+y=180°
Felhasznalva, hogy a  derékszogii
haromszog hegyesszogeinek dsszege 90°:

90° +y=180° //-90°
v =90°
A ¢ oldali rombusz szdgei 90°-0sak. A
rombusz tehat négyzet, ezért teriilete:

T=¢
To=T
Az a+b oldal négyzet teriilete: To —4Tp=¢2

To=(a+b) A%

Az a, b befogoji derékszogi a teriilete: (a+ b)* —4* - =c?
a*b

Ta=— a® + 2ab + b’ — 2ab =¢?

, . 2 + b2 — A2

A c oldalti rombusz teriilete: T¢ =To —4Ta a+thb =cC
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149. A Pitagorasz-tétel megforditasa
Ervényes a Pitagorasz-tétel megforditasa is: Ha egy haromszogben két oldal négyzetosszege egyenlé
a harmadik oldal négyzetével, akkor a haromszog derékszogi.

Ha egy haromszog leghosszabb oldalanak (C) a négyzete kisebb, mint a mdsik két oldal (a, b)
négyzetének az 6sszege,
a’+b? < c?
akkor a hdromszég hegyesszogii.

Ha egy haromszog leghosszabb oldalanak (C) a négyzete nagyobb, mint a masik két oldal (a, b)
négyzetének az 6sszege,
a’ +b? > ¢?
akkor a hdaromszog tompaszogii.

Haaz a, b, ¢ szamok pozitiv egészek, és a? + b? = ¢?, akkor az a, b, ¢ szamok pitagoraszi szamharmast
alkotnak.. Pl.:
3;4;5
6; 8; 10
5;12; 13

A Pitagorasz-tétel alkalmazasa:

Egy derékszogli haromszog befogoi: a =8 cm, b = 10 cm. Szadmitsuk ki az atfogot!
a’+b*=c?
8’ +10°=¢’
64 + 100 = ¢?
164= ¢’
164 = c?
128=~c

Egy derékszogili haromszog befogdja: a = 7cm, atfogdja c = 13 cm. Szamitsuk ki az ismeretlen befogot!

8.2+b2:C2
72 +b? =13
b*=13*-7
b? =169 — 49
b? =120
b= 4120

b~10,96
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