MATEMATIKA I.
1. A tizes szamrendszerben hasznalt szamjegyek:

A tizes szamrendszerben a kovetkez6 szamjegyeket hasznaljuk: 0, 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9. Ezzel a tiz szam-
jeggyel a tizes szamrendszerben barmilyen nagy szam felirhato.

2. A tizes szamrendszer helyiérték-tablazata:
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3. A szamjegy helyi-, alaki- és valédi értéke:

Minden szamjegynek van helyi-, alaki- és valodi értéke.
Alaki érték: A szamjegy alakja hatdrozza meg. A szamjegyeket az alaki értékiik kiilonbozteti meg egy-

mastol.
Helyi érték: A helyi érték a szamjegynek a helyiérték-tablazatban elfoglalt helye.
Valodi érték: Az alaki- és helyi érték szorzata a szamjegy valddi, tényleges értéke.
Vizsgaljuk meg az alahuzott szamjegyet!
T E sz t e
Alaki érték: 6t (5) Figyeld az alakjat!
Helyi érték: ezer (1000) Ez a szamjegy a helyiérték-tablazat Ezres oszlopaban van.
Valédi érték: otezer (5000) Ot darab ezres ennyit ér valdjaban. 1000*5=5000
Vizsgaljuk meg az alahuzott szamjegyet!
T E sz t e
Alaki érték:  hét (7) Figyeld az alakjat!
Helyi érték: tiz (10) Ez a szamjegy a helyiérték-tablazat tizes oszlopaban
van.
Valédi érték: hetven (70) Hét darab tizes ennyit ér valdjaban. 10*7=70
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4. A szam folirasa osszeg alakban a szamjegy alaki és helyi értékének segitségével:

Minden szam egyértelmiien folirhatd a szamjegyek alaki- és helyi- értéke segitségével Osszeg alakban.
Példa:
8 3209=1000*3+100*2+10*0+1*9

Z 452265 =100000 * 4 + 10000 *5+1000*2+100*2+10*6+1*5
¢ 8250406 = 1000000 * 8 + 100000 * 2 + 10000 * 5+ 1000 *0+100*4+10*0+1*6

5. Nagy szamok Kiolvasasa:

Nagy egész szamok kiolvasasakor célszerii a helyiérték-tablazat oszlopaibol az egyesektdl kezdve harmas
csoportokat alkotni. Mindig csak a csoportban 1év6 szamot kell kiolvasni, majd hozzamondjuk a csoport ne-
vét. Ez aldl csak az egyesek csoportja a kivétel, mert ennek a csoportnak nem mondjuk ki a nevét. A kiolva-
sast természetesen balrdl jobbra haladva végezziik.

A csoportok: Milliard Millié Ezer Egyes
SZMd [ TMd [Md [SZM [TM[M [SZ | T |E [sz [t |e

Olvassuk ki a kovetkezd szamot!

36007003900

Els6 nekifutasra nem is olyan konnyti. Probalkozzunk a csoportositassal!

36 007 003 900

Milliard Millié Ezer Egyes
Csak a csoporton beliili szamot figyeljiik. gy mindig legfeljebb harom szamjegybél allé szamot kell kiolvas-
ni. Hozzamondjuk a csoportnevet, és mar kész is.

Harminchatmilliard hétmillid haromezer kilencszaz
Osszeolvasva:
Harminchatmilliard-hétmillio-haromezer-kilencszaz

Olvassuk ki a kovetkez6 szamot!

846000007203

Csoportositsunk most is!

Milliard Millio Ezer Egyes
Nyolcszaznegyvenhatmilliard hétezer kétszazharom
A millids csoport most iires, azzal nem kell foglalkozni.

Osszeolvasva:

Nyolcszaznegyvenhatmilliard-hétezer-kétszazharom
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6. Szamok helyesirasa:
A mindennapi életben eléfordul, hogy a szamokat nem szdmjegyekkel, hanem betiikkel kell leirni. Nem art,
ha tudjuk, hogyan kell helyesen irni.

A szamokat kétezerig egybeirjuk. A kétezernél nagyobb szamoknal az egyesektdl kezdve harmas csoportokat
alkotunk. A csoportban 1évé szamot €s a csoport nevét egybeirjuk, a csoportok kozé kotojelet tesziink. (Az
egyesek csoportjanak a nevét nem irjuk ki.)

1894
Ezernyolcszazkilencvennégy

4006 210
Négymillio-hatezer-kétszaztiz
65 436 047 096
Hatvanotmilliard-négyszazharminchatmillio-negyvenhétezer-kilencvenhat
80 000 500 002

Nyolcvanmilliard-6tszazezer-kettd

7. Az 6sszeadasban szereplo szamok elnevezése:

a + b = ¢

NN

0sszeadandodok 0sszeg

(tagok)

8. Az Osszeadas tulajdonsagai:

Az sszeadandok sorrendje tetszés szerint felcserélhetd, az 6sszeg nem valtozik.
atb=b+a

a+b+c+d=b+a+d+c

Példa:
5+7=12 7+5=12

B! 4+3+5+2=14 3+4+2+5=14 5+4+2+3=14

Az 6sszeadandok tetszés szerint csoportosithatok, - zarojelezhetdk -, az 6sszeg nem valtozik. A zarojel el
1s hagyhato.
at(b+c)=(a+b)+c

(a+b)+c=a+b+c
at(b+c+d)=a+(b+c)+d

Példa:
5+(7+3)=15 5+7)+3 =15

Bl 4+@+5+2)=14 4+(3+5)+2=14 (4+3+5)+2=14

9. A kivonasban szereplo szamok elnevezése:

a — b = ¢

kisebbitendd kivonando kénbség
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10. A szorzasban szereplo Kifejezések elnevezése:
Egyenl6 tagok dsszeadasat felirhatjuk rovidebben, szorzat alakban is.

5+5+5+5=5.4
T+T+T+T+T+7+7+7+7=7-9
3+3+3+3+3+3+3+3+3+3+3=3-11

a ' b = ¢
e \ ™
szorzando SZ0Orzo szorzat
(tényezdk)

11. A szorzas tulajdonsagai:

A szorzotényezOk sorrendje tetszés szerint felcserélhetd, a szorzat nem valtozik.

a-b=b-a

a-b-c-d=b-a-d-c

I 5.7=35 7.5=35

4-3-5-2=120 3:-4-2-5=120 5-4-2-3=120

A szorzétényezOk tetszés szerint csoportosithatok, - zardjelezhetdk -, a szorzat nem valtozik. A zardjel el is
hagyhato.

a-(b-c)=(-b)-c

(@-b)y-c=a-b-c
a-(b-c-d=a-(b-c)-d

4-(3-5)-2=120 3-(4-2-5)=120 5-4-2-3=120

12. A nulla szerepe a szorzasban:

‘ A szorzat akkor és csak akkor nulla, ha legalabb az egyik szorzotényezd nulla.

1. a-b-c-d=0
Mivel a szorzasunk végeredménye nulla, ebbdl kdvetkezik, hogy az a, b, ¢, d tényez6k koziil legalabb az
egyik nulla.

2. a-b-c-0-d=e
Mivel a szorzotényezok kozott szerepel a nulla, ezért az @, b, ¢, d tényezok értékétol fliggetleniil a szorzat

értéke nulla (e = 0).
23:98-0-453-73=0

13. Az osztasban szereplo szamok elnevezése:

a : b = ¢
/d AN T
osztando \ 0szto hanyados
maradék
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14. Nulla osztasa nullatol kiilonb6zo szammal.

Ha nullat osztunk egy nullatol kiillonb6z6 szammal, a hanyados mindig nulla.

0:a=0 a#0

Ellendrizziink:
a*0=0
Megkaptuk az osztandot, tehat jol osztottunk.

0:21=0
0:87243=0
0:(-54)=0
0:7,84=0
0:2:0
7

15. Az oszto nulla.

Ha az oszt6 nulla, az osztas értelmetlen.
a : 0 = értelmetlen

12 : 0 = értelmetlen
56243 : 0 = értelmetlen
0 : 0 = értelmetlen
(-9) : 0 = értelmetlen

Ha egy tobb miiveletet tartalmazo példaban van olyan osztas, ahol az oszt6 nulla, akkor a feladat értelmetlen.

64:8-21*5-(23+9)*4-65:0+9 * 5= értelmetlen

16. Miveleti sorrend, ha nincs zarojel:

1. LEPES A hatvanyozasokat, gyokvonasokat végezziik el. (ezeket a miiveleteket 7. 8.
osztalyban tanuljuk.) Lehet balrdl jobbra haladva elvégezni ezeket a miiveleteket.

2. LEPES Szorzas, osztas. Lehet balrol jobbra haladva elvégezni ezeket a miiveleteket.

3. LEPES Osszeadas, kivonas. Lehet balrol jobbra haladva elvégezni ezeket a miiveleteket.

Ha sok miiveletbdl 4ll a feladat, akkor érdemes minden 1épés utan djra leirni a megmaradoé miiveleteket. Igy
konnyebben kdvethetd lesz a megoldasunk.
18—-5*2+3*3-20:4*3+36:6—24:8+7 =
Ebben a feladatban nincs gydkvonas, €s hatvanyozas, ezért a szorzassal, osztassal kezdiink:
=18-10+9-15+6-3+7=
Kovetkezik az 6sszeadas, kivonas. Haladhatunk balrdl jobbra.:

=12

17. A zarojelek fajtai:

() Kkis zaréjel, vagy kerek zéréjel
[1 szogletes zarojel

{} kapcsos zéréjel
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18. Miiveleti sorrend, ha van zarojel:

1.LEPES A kis zaréjelek kozott 1év6 miiveleteket végezziik el.

2. LEPES A szdgletes zarojelek kozott 16vo miiveleteket végezziik el.

3. LEPES A kapcsos zardjelek kozott 1évo miiveleteket végezziik el.

4. LEPES A megmaradt miiveletek elvégzése a miiveleti sorrend szabalyai szerint.
A zarojelen beliil a miiveleti sorrend szabalyai érvényesek.

Ha tobb azonos zardjel van a feladatban, akkor célszerti ezeket balrol jobbra sorra venni.
Megoldhato ugy is a feladat, hogy minden 1épés utan a feladatot ujra leirjuk, mikézben minden zardjel
egyet visszalép”. Példaul a kapcsosbol szogletes lesz. Igy végiil mindig a kis zarojelek kozotti miiveletekkel
kell foglalkoznunk. Kezdé feladatmegoldonak ez a médszer megkonnyitheti a munkajat.

32:8*5-{40-[27:9+(4+1)*3-(15+3*2):3]-4*6}=
Az els6 1épésben elvégezziik a kis zarojelben 1évo miiveleteket, és ,,visszaléptetjiik” a zardjeleket.
=32:8*5-[40-(27:9+5*3-21:3)-4*6] =
A masodik 1épésben az eredetileg szdgletes zardjelben 1€vé miiveletek kovetkeznek. A visszaléptetés miatt
ezek most kis zardjelben vannak. Ne feledkezziink meg most sem a visszaléptetésrol!
=32:8*5-(40-11-4*6)=
A harmadik 1épésben az eredetileg kapcsos zarojelben 1évo miiveletek kovetkeznek. A visszaléptetés miatt
ezek most kis zardjelben vannak.
=32:8*5-5=
Most mér nincs zardjel. Alkalmazzuk a zaro6jel nélkiili miiveleti sorrend szabalyait!
A végeredmény:
=15

19. Osszeg szorzisa egy szimmal:

a. Elvégezziik az 6sszeadast, majd az 6sszeget szorozzuk a szorzéval. (A miveleti sorrendnek megfeleléen

jarunk el.)
(6+4+3+10)*2=23*2=46

b. Osszeget ugy is szorozhatunk egy szammal, hogy mindegyik tagot szorozzuk a szorzdval, majd a kapott
szorzatokat 0sszeadjuk.

6+4+3+10)*2=6*2+4*2+3*2+10*2=12+8+6+20=46

20. Osszeg osztisa egy szimmal:

a. Elvégezziik az 6sszeadast, majd az 6sszeget osztjuk az osztoval. (A miiveleti sorrendnek megfelelden ja-

runk el.)

(6+4+2+8):2=20:2=10

b. Osszeget ugy is oszthatunk egy szammal, hogy mindegyik tagot 0sztjuk az osztdval, majd a kapott hanya-
dosokat dsszeadjuk.

(6+4+2+8):2=6:2+4:2+2:2+8:2=3+2+1+4=10
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21. Szorzat szorzasa, osztasa egy szammal:

‘ a. Elvégezziik a szorzast, majd a szorzatot szorozzuk a szorzoval, (osztjuk az osztoval).

(6*4*3*10)*2=720*2=1440 (6*4*3*10):2=720:2=2360

b. Szorzatot tigy is szorozhatunk (oszthatunk) egy szammal, hogy pontosan az egyik szorzotényezojét Szo-
rozzuk a szorzoval, (0sztjuk az osztoval), és utana végezziik el a szorzast.

(6*4*3*10)*2=(6%2)*4*3*10=12*4*3*10=1440 vagy
(6*4*3*10)*2=6*4*3*(10*2)=6*4*3*20=1440

(6*4*3%10):2=(6:2)*4*3*10=3*4*3*10=360  vagy
(6*4*3%10):2=6*4*3*(10:2)=6*4*3*5=360

22. Milyen iranyban nonek, illetve csokkennek a szamok a vizszintes szamegyenesen?

Egy egyenes pontjaihoz hozzarendeljiik a valos szamokat (Ez az altalanos iskolaban hasznalt 6sszes szam
egyiittes neve. Végtelen sok ilyen szam van.) a kovetkezOképpen: Minden ponthoz tartozik pontosan egy
szam, és minden szamnak pontosan egy pont felel meg. A szamegyenesen elegendd két szam helyét kijel6lni.
Szokas bal-jobb iranyu egyenesen felvenni a szamegyenest.

novekednek >
< csokkennek

‘ A szamegyenesen balrdl jobbra ndvekednek, jobbrol balra, pedig csokkennek a szamok.

23. Pozitiv szam fogalma, eléjele: |A pozitiv szamok nullanal nagyobb szamok. A szamegyenesen g
nullatél jobbra helyezkednek el. A pozitiv szam eléjele: + plusz. A + jelet nem kotelezd kitenni. Ha egyl

nullaté] kiilonbozé szam elstt nincs eldjel, akkor az pozitiv szam|
EEEE +5 ;19 ; +28 ; 241

24. Negativ szam fogalma, el6jele: |A negativ szamok nullanal kisebb szdamok. A szdmegyenesen g

nullatol balra helyezkednek el. A negativ szam eldjele: = minusz . -5:-28:-241

25. A nulla pozitiv, vagy negativ szam? |A nulla se nem pozitiv, se nem negativ szam,|

26. A szam ellentettje:

1. Két szam ellentettje egymasnak, ha a szamegyenesen a 0-tdl egyenld
tavolsagra, de a nulla ellentétes oldalan helyezkednek el.

2. Két szam ellentettje egymasnak, ha dsszegiik nulla.
Egy olyan szdm van, amelynek ellentettje 6nmaga. Ez a szam a nulla.

Ha barmely szamot megszorzunk (-1)-gyel, mindig a szam ellentettjét kapjuk eredményiil.
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+ 7 ellentettje -7 +7* (-1) =-7
-21 ellentettje +21 21 *(-1)=+21
-35 ellentettje +35 -35* (-1) = +35
+84 ellentettje -84 +84 * (-1) = -84

27. A szam abszolat értékének szemléletes jelentése.

A szam abszolut értéke a szam nullatol valo tavolsaga a szamegyenesen. Jele: két fiiggdleges vonal, kozte a

szam | +9 |

|-5] =+5

Olvasd igy: minusz 6t abszolut értéke plusz ot.

|+9] = +9

Olvasd igy: plusz kilenc abszolut értéke plusz kilenc.

|-31] = +31

Olvasd igy: minusz harmincegy abszolut értéke plusz harmincegy.
| +47 | = +47

Olvasd igy: plusz negyvenhét abszolut értéke plusz negyvenhét.
o] =0

Olvasd igy: nulla abszolut értéke nulla

28. Nem negativ szam abszolit értéke, negativ szam abszolut értéke

‘ A pozitiv szam és a nulla (Ezeket egyiitt, nem negativ szamoknak hivjuk.) abszolit értéke mindig 6nmaga.

| +47| = +47
|+20| =+20
lof =0

A negativ szam abszolut értéke mindig a szam ellentettje.

|-31] = +31
7] =+7

Az egész szamok Osszeadasanak, kivonasanak megértéséhez hasznaljuk a vagyon modellt.
Van egy perselyiink. Az ebben 1év6 pénz, és adossageédula alkotja a vagyonunkat.

Adossagceédula. 1 forintnyi adossagra emlékeztet.
(Arra is haszndlhato, hogy emlékeztetdiil rdirjuk, kinek is tartozunk azzal
az 1 forinttal.)

Ertéke: -1 Ft

Q Pénz
Ertéke: 1 Ft

A vagyonom nulla, ha a pénz, és az adossagcédulak szdma megegyezik.

0)0]0]0]0]e) 0000 0]0]0]0)0]0]0]0]0]0,
ooogo || I o

A vagyon a perselyben, mind a négy esetben 0 Ft.
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MATEMATIKAI.
A vagyon megallapitasakor, a pénz-addssagcédula parokat nem kell figyelembe venni, mert a parok érté-
ke mindig nulla. Ezért a maganyos forintok, vagy adossagcédulak szdma adja a vagyonunkat.

000000 o000 00000
] I O I 0 o [ o L]
Avagyon: +3 -2 -6 +5 Ft.

29. Két azonos eldjelii szam dsszeadasa
Legyen a perselyben lévi vagyonunk pozitiv, — azaz magéanyos forintjaink vannak — és tegylink bele

pénzt!

000000 0000 0000000000
000 + = 000

+3 + +4 = +7
000000000 0000 = | OOOOOOOOOOO000
000 + O 000

+6 + +5 = +11

Ha pozitiv vagyonhoz pénzt adunk, — azaz a magényos forintok szamat noveljilk — a vagyonunk tovabbra
IS pozitiv marad, és a maganyos forintok szama 6sszeadodik.

A A A

Legyen a perselyben lévé vagyonunk negativ, - azaz maganyos addssagcéduldink vannak — és tegylink
bele adossagcédulat!

00O + ooo 00O
(]I | aoo N
-2 + -0 = -8
OO O - OO
o o o o + O I
7 : 3 = 10

Ha negativ vagyonhoz addssagcédulat adunk, — azaz a maganyos addssagcédulak szamat noveljik — a
vagyonunk tovabbra is negativ marad, és a maganyos adossagcéduldk szama 0sszeadodik.

Két azonos eldjelii szam osszeadasakor az eredmény eldjele mindig a kozos eldjel lesz. Az 6sszeadast a
szamok abszolut értékével végezziik.

Ha miiveleti jel és eldjel kozvetleniil egymas utdan kovetkezik, célszerii az
eldjeles szamot zarojelbe tenni.

-16 + (-5) = -21 T 7+(+9)=+14 -11 + (-6) = =17 T8+ (+4)=+12
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30. Két kiilonb6zo eldjelii szam osszeadasa
Legyen a perselyben lévé vagyonunk pozitiv, — azaz magéanyos forintjaink vannak — és tegylink bele
addssagcédulat!

0000 + OO0 0000
00 OO0 = o o
+2 + -6 = -4
OO0O0O0000O | 4+ OOO 00000000
00 O = o o
+6 + -4 = +2

Pénzhez hozzaadva adossageédulat, uj parok keletkeznek, mintegy semlegesitve egymast. Vagyonunk
eléjele attol fiigg, hogy a maganyos forintok, vagy a perselybe behelyezett maganyos adossagcédulak szama
a nagyobb. Amelyikbdl tobb van, abbol marad maganyos az 0j parok kialakulasa utan. A maganyosok szamat
a forintok, és az adossagcédulak szamanak a kiillonbsége adja.

A A A

Legyen a perselyben lévd vagyonunk negativ, — azaz maganyos adossagcéduldink vannak — és tegyiink bele
forintot!

O + 000 0000
00000 = | Doooo

-4 + +3 = -1
0000 + 000 000000000
0000000 00 = | Doooooo
-3 + +5 = +2

Adodssageéduldhoz hozzaadva pénzt, Uj parok keletkeznek, mintegy semlegesitve egymast. Vagyonunk
eldjele attol fligg, hogy a maganyos adossagcédulak, vagy a perselybe behelyezett maganyos forintok szama
a nagyobb. Amelyikbdl tobb van, abbdol marad magéanyos az 0j parok kialakuldsa utan. A maganyosok szdmat
a forintok, €s az addssdgcéduldk szamanak a kiilonbsége adja.

Két kiilonboz6 eléjelli szam osszeadasakor az eredmény eldjele mindig a nagyobb abszolut értékii szam
eldjele lesz. (Amelyik tavolabb van a nullatol.) A nagyobb abszolut értékbdl kivonjuk a kisebb abszolut érté-

ket..
P¢idal
-8 + (+5) =

A -8 abszolut értéke a nagyobb, — €z van tdvolabb a nullatol — ezért az 6sszeg ennek a szamnak az eldjelét
kapja, vagyis az eredmény minusz lesz. A nagyobb abszolut értékbdl kivonjuk a kisebbet: 8 -5 =3

-8+ (+5)= -3
-15+ (+19) =

A +19 abszolut értéke a nagyobb, — ez van tavolabb a nullatol — ezért az 6sszeg ennek a szamnak az eldjel-
¢t kapja, vagyis az eredmény plusz lesz. A nagyobb abszolut értékbdl kivonjuk a kisebbet: 19 — 15 =4

-15+ (+19) = +4
-10 -
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31. Egész szamok Kkivonasa.
OO0O000O _ 00O ©]0]0)
I o = I o
3 - 43 = 6
A perselyben 3 magényos addssagcédula van.

Mellettiik akar vegtelen sok
pénz-adossagcédula par lehet, hiszen ezek értéke 0. Ezért nem okoz gondot akarhany darab
pénz, vagy adossagcédula kivétele a perselybol.
Kivesziink 3 forintot, igy ujabb 3 addssagcédula valik maganyossd. A maganyos adéssagcédulak szama 6
lett.
Ugvanezt az eredményt elérhetjiik elvétel helyett hozzdaddssal is:

000000
ooooooooo |+ BEH 000000
= I
-3 + -3 = -6
A perselyben, akarcsak az elobb, 3 maganyos adossagcédula van.
Most azonban elvétel helyett betesziink 3 adéssagcédulat a perselybe, igy Gjabb 3 adossagcédula valik ma-

ganyossa. A maganyos adossagcédulak szama 6 lett.

A A A

0000 S 0000
I = ([
-1 - 2 = +1
A perselyben 1 maganyos addssagcédula van.
Mellette akdr végtelen sok

pénz-adossagcédula par lehet, hiszen ezek értéke 0. Ezért nem okoz gondot akarhany darab
pénz, vagy adossagcédula kivétele a perselybil.

Kivesziink 2 adéssagcédulat, igy 1 darab pénz valik maganyossa. A maganyos forintok szama 1 lett.
Ugyanezt az eredményt elérhetjiik elvétel helyett hozzdaddssal is:

0000 000000
0oooo + OO — Doood
-1 + +2 = +1
A perselyben, akarcsak az elébb, 1 maganyos addssagcédula van.

forintok szama 1 lett.

A A A

Most azonban elvétel helyett betesziink 2 pénzt a perselybe, igy 1 forintnak nem lesz parja. A maganyos

0]0]0]0]0]0]0]e) _bo 0]0]0]0]0]0]0]e)
(I [ = |
2 = +5

+3 -
A perselyben 3 magéanyos forint van.
Mellette akdar végtelen sok pénz-adossagcédula par lehet, hiszen ezek értéke 0. Ezért nem okoz gondot akar-
hany darab pénz, vagy adossagcédula kivétele a perselybol.
Kivesziink 2 addssagcédulat, igy ujabb 2 darab pénz valik maganyossa. A maganyos forintok szama 5
lett.

-11 -
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Ugyanezt az eredményt elerhetjiik elvetel helyett hozzaadassal is:

00000000 00
Doooo + _ 8888800000

+3 +  +2 = +5
A perselyben, akarcsak az el6bb, 3 maganyos pénz van.
Most azonban elvétel helyett betesziink 2 pénzt a perselybe, igy 2-vel n6 a maganyos forintok szaima. A
maganyos forintok szama 5 lett.

A A A

Kivonas helyett mindig végezhetiink 6sszeadast. A valtozatlan kisebbitend6hoz hozzaadjuk a kivonando
ellentettjét.

Példa; 7-(9)=-7+(+9) =

Az 0sszeadasra van szabalyunk, alkalmazzuk! = +2

+8 — (+15) = +8 + (-15) =

Az Osszeadasra van szabalyunk, alkalmazzuk! = -7
+4 - (-19) = +4 + (+19) =
Az Osszeadésra van szabalyunk, alkalmazzuk! = + 23

Természetesen, ha nagyobb pozitiv szambol vesziink el kisebb pozitiv szamot, nem kell felirni osszeaddskent.
Egyszeriien elvégezziik a kivondst.

+28 — (+5) = +23 17-6=11

32. Két kiilonb6zo eldjelii szam szorzasa
a. A szorzando negativ szdm, a szorzd pozitiv egész szam: az eredmény kiszamitasakor felhasz-
naljuk, hogy az ilyen szorzat f6lirhat6 azonos tagok 6sszeaddsaként.
ATHD) = (At (A (A + (4 + (4 =-20
87 (+3) =(-8) + (-8) + (-8) =-24
2*(#N=(+(+(+(D+()+(-)+(-)=-14
b. A szorzandd pozitiv egész szam, a szorzo6 negativ szam: az ilyen szorzat nem irhat6 fol azonos
tagok Osszeadasakeént.
Hasznaljuk fel azt, hogy a szorzotényezOk sorrendje tetszés szerint felcserélhetd!
+37 (-4) = -4 % (+3) = (-4) + (-4) + (-4) = -12
7 (8)=-8*(+7)=(-8) +(-8) +(-8) + (-8) + (-8) + (-8) + (-8) =-56
+5%(2) = 2% (45) = (-2) + () + (D) + (2) + (:2) =-10
Az eredmény az a és b tipusu feladatok esetén is negativ.
Az eredmény abszolut értékét pedig megkapjuk, ha a tényezdk abszolut értékét 6sszeszorozzuk.

Két Kiilonboz6 eléjelii szam szorzasakor a szorzat mindig negativ lesz.

A szorzast a tényezdok abszolut értékével végezziik.
Példa)

+5 % (-9) = -45
-3 * (+5) = -15
+6 * (-8) = -48
212 * (+6) = -72
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33. Két azonos elojeli szam szorzasa

+4 * (45) = (+4) + (+4) + (+4) + (+4) + (+4) = +20

+8* (+3) = (+8) + (+8) + (+8) = +24
Vajon mi a kovetkezé két szorzas eredménye? -5* (-3) =? és

1*(-2)=7
Az utolsé két feladaton érdemes elgondolkodni.

-5 * (+3) = -15 7% (+3)=-21
-5 % (+2) = -10 7% (+2) =-14
5*(+1)=-5 Tr(+1) = -7
5% 0 =0 7% 0 =0

Vegyiik észre: ha a szorzot eggyel csokkentjiik,
itt a szorzat mindig 5-tel né.

itt a szorzat mindig 7-tel né.
-156<-10<-5<0

-21<-14<-7<0

Csokkentsiik ismét eggyel a szorzot, és tartsuk magunkat az el6bb felismert szabalyhoz! Igy a szorzat kisza-

I molhato.
-5%(-1) =+5 7% (-1) = +7
Csokkentsiik tovabb a szorzot, €s tartsuk magunkat tovabbra is elébb méar felhasznalt szabalyhoz!
5*(-2)=+10 -1*(-2)= t14
5% (-3) = +15 ‘
Két azonos eléjelii szam szorzasakor a szorzat mindig pozitiv lesz.
A szorzast az abszolut értékekkel végezziik.
+5 * (+8) = +40 -7 * (-7) = +49

+0 * (+2) = +18 -15 * (-8) = +120

32. Két Kiillonb6zo elojeli szam osztasa
1.

-12:(+4) =7
Az ismeretlen hanyadost jeloljiik a-val, és hivjuk segitségiil az ellendrzést!
-12: (+4) =a Ellen6rzés: +4*a=-12
Az egész szamok szorzasardl tanultak alapjan megallapithatjuk, hogy a = -3
Hiszen: +4*(-3)=-12
Tehat: -12:(+4)=-3

+32:(-8) =7
Az ismeretlen hanyadost jeldljiik a-val, és hivjuk segitségiil az ellenérzést!
+32:(-8) =a Ellen6rzés: -8 *a=+32
Az egész szamok szorzasarol tanultak alapjan megallapithatjuk, hogy a = -4.
Hiszen: -8 * (-4) = +32
Tehat: +32:(-8)=-4
Két kiilonbozo eléjelii szam osztasakor a hanyados mindig negativ lesz.
- Az osztast az osztando €s az oszt6 abszolut értékével végezziik.
Pé¢lda:

+20:(-4)=-5

-36: (+6) = -6 63 (+7) =-9

-13-
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33. Két azonos elojeli szam osztasa
1.

+12: (+4) = +3

-35:(-7)=7?
Az ismeretlen hdnyadost jeldljiik a-val, és hivjuk segitségiil az ellendrzést!

-35:(-7)=a
Ellendrzés:
-1 *a=-35
Az egész szamok szorzasardl tanultak alapjan megallapithatjuk, hogy a = +5.
Hiszen:
-7 * (+5) =-35

35:(-7) =45

Két azonos eléjelii szam osztasakor a hanyados mindig pozitiv lesz.

Az osztast az osztandod €s az osztd abszolut értékével végezziik.

+30: (+6) = +5 -32:(-4)=+8 +28 : (+7) =+4 -36: (-4) =+9

+x_ = +* 4 =
_ * 4
4+ - =— +: + =
— 4+ =_ _ T =

I

|

|

)(.

|

I
++++

34. Tobbténvezos szorzat (hanvados) elojele.

Ha a feladatban csak szorzas, vagy csak osztas van, illetve csak szorzas és osztds van, akkor az eredmény
eldjele konnyen meghatarozhat6. Meg kell szamolni a negativ eldjelek szamat.
Ha a negativ eldjelek szdma péros, akkor az eredmény pozitiv lesz.
Ha a negativ eldjelek szdma pératlan, akkor az eredmény negativ lesz.

SFE(HA)*F () F(2)* (+6)* (-9) = ?
A szorzatban négy darab ( paros szamu.) negativ szam van. Az eredmény pozitiv.

5 (H) * () * (D)% (+6) * (9) = +

+40:(-5)* (-3)* (-6) * (+7): (+2) = ?
A feladatban csak szorzas és osztds van. Szdmoljuk meg a negativ szamokat. Harmat

(paratlan szamut) talaltunk. Az eredmény negativ.

+40: (-5) * (3) * (-6) * (+1) : (+2) = -

-14 -
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Ha az egészet eltorjiik, darabokat, torteket kapunk. Az elkovetkezokben mindig olyan darabokkal fogunk
foglalkozni, amelyeket ugy kapunk, hogy az egészeket egyenld részekre osztjuk. Az igy kapott daraboknak
nevet is adunk, mégpedig aszerint, hogy hany egyenlé részre osztottuk az egészet. Ha példaul az egészet ha-
rom egyenld részre osztjuk, akkor a keletkezé darabok neve harmad, ha 6t egyenld részre daraboljuk, akkor a
darabok neve 6tod, kilenc egyenld részre osztasnal kilenced, stb....

35. A kozonséges tort részei.

A kozonséges tort alakban irt szam részei:

/ SZAMLALO: Megmutatja a darabok szamat. (Megszamlalja a darabokat.)

d

= TORTVONAL

b «—N EVEZO: megmutatja, hogy hany egyenlé részre osztottak az egészet.
Igy azt is elarulja, hogy hany darab kell egy egész kirakasahoz. (Ez adja a darab nevét.)

Példa: é kettd 6t6d; ; harom heted; % kilenc huszad

36. Adott tort kétféle értelmezése  Hogyan tehetiink szert % csokira?

. 1 egész csokit felosztunk 3 egyenld részre, és ezekbol két darabot vesziink.
1 egész
— — —
1 1 1
3 3 3

. S

‘ 2 egész csokit osztunk el harom gyerek kozott egyenlden.

Mindharman % csokit kapnak.
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KN By &
3 3\%3

A matematika nyelvén leirva:

2:3=g
3

Minden osztas felirhat6 tort alakban.

Példa: 5:7=§; 3:9:§; 6:2:9; 1:2:1;
7 9 2 2

Minden tort felirhatod osztasként:
Példa: ﬂ:4:5; g:9:7; §:3:8; Z:7:4;
5 7 8 4

37. A tort mikor kisebb, mint 1 egész?

A tort kisebb, mint 1 egész, ha a szdmlalo kisebb, mint a nevezd.
Példa: g<1; i<1; E<1; §<1; £<l
9 7 11 8 25

Az 1 egész kirakasahoz sziikséges darabok szama — ezt a nevez$ mutatja — tobb, mint amennyivel rendel-
keziink — ezt a szdmlald mutatja.

38. A tort mikor egyenld 1 egésszel?

Az 1 egész kirakasahoz sziikséges darabok szama — ezt a nevezé mutatja — pontosan annyi, mint amennyi-
vel rendelkeziink — ezt a szamlaldé mutatja.

A tort egyenlé 1 egésszel, ha a szamlalo egyenld a nevezdvel.
11 _
11

©|w©

=1, Z:1; 1; §=1; — =1
7 8

39. A tort mikor nagyobb, mint 1 egész?

A tort nagyobb, mint 1 egész, ha a szamlal6 nagyobb, mint a nevezd.
IIER Z>1; g>1; E>1; §>1; §>1
2 7 11 3 5

Az 1 egész kirakasahoz sziikséges darabok szama — ezt a nevez6 mutatja — kevesebb, mint amennyivel
rendelkeziink — ezt a szamlalé mutatja.
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40. A vegyes szam. Az 1 egésznél nagyobb tortek folirhatok vegyes szamként.

Vegyes szam: Egy egész szam ¢€s egy 1egésznél kisebb tort Osszege. Az Osszeadasjelet nem irjuk Ki.

§:1+§:1§; g=2+1=21’ E:5+1:51' §=3+§=3§
5 5 5 4 4 4 2 2 2 6 6 6

41. Kozonséges tort felirasa vegyes szam alakba.

1 egésznél nagyobb tortet ugy irunk fel vegyes szamként, hogy a szamlalot elosztjuk a nevezovel, a ha-
nyados lesz a vegyes szam egész része, a maradék, pedig a tortrész szamlalodja.

/\
17 E_ 2
H 5_

3

o1

42. Vegyes szam folirasa kozonséges tortként.

Vegyes szamot ugy irunk at tort alakba, hogy a tortrész nevezdjével megszorozzuk az egész szamot €s
hozzaadjuk a tortrész szamlalojat. Ez lesz a tort szamlaldja, a tortrész nevez6jébol pedig a tort nevezdje lesz.

/\

43—, 4%7=28 28+3=31 4o= o

7 - - 7 7

A

52—, 5*x8=40 40+2=42 52_ 42

8 - - 8 8

A

Figyelem!!

A g ; 14 g ; % ; % ; 6_60 szdmok egész szamok, csak éppen tort alakban irtuk fel dket.
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43. Bovités

Bovités: A tort szamlalojat és nevezdjét ugyanazzal a nullatdl kiilonb6zd szammal szorozzuk. A tort értéke
nem valtozik, csak az alakja.

*2 *3 *6
R /7 O\

15 2
N N

12

18

>
7 217 3

()

*2
*3 *6

44. Egyszertisités

Egyszeriisités: A tort szamlalojat és nevez6jét ugyanazzal a nullatol kiilonb6zo szammal osztjuk. A tort ér-
téke nem valtozik, csak az alakja.
Példa:

12

. 3
' 20 5

4
N
4
(Ha mar biztonsaggal tudsz egyszerisiteni, b6viteni, a nyilakat természetesen nem kell Kitenni, de kezdetben
segithetnek.)

45. Ko6zos nevezore hozas. (Példa)

Ko6z0s nevezore hozas: Gyakran csak olyan tortekkel tudunk dolgozni, amelyeknek azonos a nevezdjiik
(esetleg a szdmlalojuk). Ha mégsem azonosak a nevezdk (szamlalok), akkor kénytelenek vagyunk k6zos ne-
vezOre (szamlalora) hozni a torteket a kovetkezdképpen:

Példa]

Hozzuk k6z06s nevezére a kovetkezo torteket!

4. 18 2
24" 277 35
1. LEPES: Ha lehet, egyszertsitsiik a torteket!
4.1 18 2 21_3
24 6 27 3’ 3% 5

Az elsé tortet 4-gyel, a masodikat 9-cel, a harmadikat 7-tel egyszerisitettiik. A kovetkezo 1€pést mar az egy-
szerlisitett alakkal végezziik.
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2. LEPES: Meg kell keresniink a nevezok [6; 3; 5] legkisebb kozos tobbszordsét. Amig nincs nagy gyakorla-

tunk, érdemes a kovetkezéképpen eljarni: Irjuk egymas mellé a nevezOket. A nevezdk ald, pedig a kétszere-
siiket, haromszorosukat stb.... Ezt mindaddig folytassuk, amig minden nevezé alatt az utols6 helyen ugya-
nazt a szamot nem talaljuk. Ez lesz a keresett k6zos nevezé. (Mindig annal az oszlopnal kell folytatni a szor-
zast, ahol az utolsé helyen a legkisebb szam all.)

6 3 5
12 6 10
18 9 15
24 12 20
30 15 25

18 30
21
24
27
30

o A koz6s nevezd a 30.
3. LEPES: Minden tortnél megkeressiik az ) nevez6hoz tartozo6 szamlalot. (BOvités)
4_1_5. 18_2_20, 21_3_18
24 6 30 27 3 30 3 5 30

46. Azonos nevezoju tortek osszehasonlitasa.

Két azonos nevezdjii tort koziil az a nagyobb, amelyiknek a szamlaloja nagyobb.

Példa: i < i ;
20 20

A téabla csokit mindkét esetben 20 egyenld részre osztottuk fel. Ezt a nevezd mutatja.
Az els6 esetben 5, a mésodik esetben 9 darab csokit ettiink meg, az egyenld nagysagu szeletekbdl. Amikor 9
darabot ettiink, akkor ettiink tobb csokit.
(Masik indoklas: Els6 esetben 5 csokit, a masodik esetben 9 csokit osztottunk el 20 gyerek k6zott egyenlden.
Mikor kaptak tobb csokit a gyerekek?)

7 2 9 1 8 3
- > = < = - > =
9 5

9 15 15’ 5

47, Azonos szamlaloju tortek osszehasonlitasa.

Két azonos szamlaléju tort koziil az a nagyobb, amelyiknek a nevezdje Kisebb.

Példa: i < 5 :
17 8

Most mindkét esetben 5 szelet csokit ettiink. Ezt a szamlalo mutatja.
Az els6 esetben 17, a masodik esetben 8 egyenld darabra osztottuk a tabla csokit. Az els6 esetben sokkal ki-
sebb darabokat kaptunk.
(Masik indoklas: Els6 esetben az 5 csokit 17, a masodik esetben az 5 csokit 8 gyerek kdzott osztottuk el
egyenléen. Mikor kaptak tobb csokit a gyerekek?)
7. 9 8
20 15 10
-19 -
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Ha olyan torteket kell 6sszehasonlitanunk, amelyeknek sem a szamlaldja, sem a nevezdje nem egyezik meg,
akkor

vagy
ko0z0s nevezore hozzuk oket:

9 15
Z = 3_5 < B = %
9 45 1 45
vagy
kozos szamlalora hozzuk oket:
3 9 4
17 21
i = E < i = E
17 8 21 3

Esetleg probalkozhatunk vegyes szamma alakitassal:

0 9 4

11 21
@:_ < 4_3:2i
11 11 21 21

48, Kozonséges tortek osszeadasa, kivonasa. Osszeadni és kivonni csak azonos nevezdjii torteket
tudunk.

Azonos nevezdji tortek 6sszeadasakor és kivonasakor az eredmény nevezdje a kdzos nevezd lesz. A miive-
letet a szamlalokkal végezziik. A végeredményt, ha lehet, vegyes szamma alakitjuk, és egyszertsitjiik.

Példa: §+E:1_5:1§:13
9 9 9 9 3

19 9 10 2

15 15 15 3

Kiilonbozo nevezdjii torteket az 6sszeadas illetve kivonas eldtt kozos nevezdre kell hozni.

Példa: § + § =
3 4

Hozzuk k6z6s nevezdre a két tortet! (Egyik tort sem egyszeriisithetd.)

3 4
6 8
9 12
12
5.2 3_9
3 12 4 12
5 3 20+9 29 5
3 4 12 12 12
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49. Vegyes szamok osszeadasa, kivonasa.

Vegyes szamok dsszeadasa: Vegyes szamokat 6sszeadhatunk ugy, hogy
a. Osszeadjuk kiilon az egészeket, és kiilon a torteket, majd kiszdmitjuk ezek dsszegét,

3 4

53,54 _ 7 2 2
5 5

(2+3)+(§+ﬂ):5+—=5+1—:6—
5 5 5 5 5

vagy
b. avegyes szamokat atirjuk tort alakba, és a torteket adjuk Ossze..

2§+3£=

5 5
313 4419
5 5 5 5

23,34 18,19 32 .2
5 5 5 5 5 5
Vegyes szamok kivonasa:
a. A vegyes szamokat altaldban célszerii felirni tort alakban, és a tortekkel elvégezni a kivonast.
43 2 31 1B 12 5
7T 7 17 1 7 7
b. Most is elvégezhet6 a miivelet Ggy is, hogy kiilon szamolunk az egészekkel, és kiilon a tortekkel. Az egé-

szek kiilonbségéhez hozza kell adnunk a tortek kiilonbségét. (El6fordulhat, hogy nagyon figyelniink kell az

elojelre.)
43 22 (a-2)4[ 3 224 -2]=2-212
7 7 77 7 7T 7

50. Kozonséges tort szorzasa egész szammal.

%*3 = ?Az eredmény kiszdmitasahoz hasznaljuk fel, hogy ez a szorzat felirhat6 azonos tagok 6sz-
2 2 2 2 2 2 2 6

szegekent. 2 *3=—+—+—= Torteket 6sszeadni tudunk: —*3=—+—-+—=—
5 5 5 5 5 5 5 5 5
. . 2, B, , 6
Tudjuk tehat, hogy a 5 3 miivelet eredménye 4
Ezt az eredményt megkapjuk, ha a tort szamlalojat szorozzuk az egész szammal.
2 2*3 6
5 5 5

Tortet egész szammal Ggy szorzunk, hogy a szdmlalot szorozzuk az egész szdmmal, a nevezd valtozatlan
marad. A szorzas jel6lése utan megprobalunk egyszerisiteni.
)

L
, A48 8_,3
Példa: - e
15 5 5
A szorzas jeldlése utdn 3-mal egyszerisitettiink. A szadmlalot és a nevezot is osztottuk 3-mal. A szdmlaloban

most egy szorzat van. Szorzatot ugy is oszthatunk egy szdmmal, hogy pontosan az egyik szorz6tényezojét
osztjuk az osztoval. Jelen esetben a 6-0t osztottuk 3-mal.

-21 -



MATEMATIKA I.
51. Egész szam szorzasa kozonséges torttel.

21

A szorzo6tényezok sorrendje tetszés szerint felcserélhetd, a szorzat nem valtozik.

14x 2 - 2514 Tehit
21 21
2
o2 M2 41
21 ‘213 3

Egész szamot torttel gy szorzunk, hogy a szdmlalot szorozzuk az egész szdmmal, a nevezd valtozatlan
marad. A szorzas jel6lése utan megprobalunk egyszerisiteni.

52. Kozonséges tort szorzasa kozonséges torttel.
3.l _
4 5

?

Hasznaljuk fel a szorzat valtozasar6l tanultakat! Szorozzuk meg elészor az % -et 7-tel!

*
a. §*7 = Ezt a szorzast el tudjuk végezni. %* 7= % = %l

Csokkentsiik a szorzot az 6todére! Osszuk el a szorzot 5-tell 7:5 = g . A valtozatlan szorzandot szorozzuk az

Uj szorzoval!

b. *— = (Eredetileg ennek a szorzatnak keressiik az értékét.) Ha pontosan az egyik szorzoténye-

zo0t valahdnyad részére csokkentjiik, akkor a szorzat is ugyanannyiad részére csékken.
Az a szorzatbeli szorzot Gtodére csokkentettiik. Igy a szorzat is 6todére csokken.

3,7_3*7,
4 5 4

*
5= 3°7 = 21 Tudjuk tehat, hogy a 3.7 szorzat értéke 21 .
4*5 20 4 5 20

Vegyiik észre, hoqy ezt az eredményt kapjuk akkor, ha a szamlalot megszorozzuk a szamldléval, a nevezot,
pedig a nevezovel!
3,7_37_21_ 1
4 5 4*5 20 20

Tortet torttel ugy szorzunk, hogy a szamlalot szorozzuk a szamlaloval, a nevezdt szorozzuk a nevezdvel. A

szorzas jelolése utdn megprobalunk egyszertisiteni.

2 5
*
8,25_8*25 _10 .1
15 12 15* 9 9
3 3 ,
Egyszertisités: A 8-at és a 12-6t néggyel osztottuk. A 25-6t és a 15-6t 6ttel. Erdemes még a szorzasok elvég-
zése eldtt egyszeriisiteni, mert igy talan csokken a szdmolasi hibak esélye.
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53. Kozonséges tort osztasa egész szammal.

g :2=7? Ot szelet csokit kell egyenléen szétosztani két gyerek kdzott. Mit tegyiink?

Bovitsiik az osztandot az osztoval, vagyis most 2-vel.
5 10
) 8 16
Irjuk az osztando helyére a vele megegyez6 értékii, de uj alaku osztandot!

Most tiz szelet csokit kell egyenlden szétosztani két gyerek kozott. Ez mar nem okoz gondot. Minden gyerek
kap ot szelet csokit. A szeletek neve tizenhatod.

10 2= S
16 16
Ezt az eredményt megkapjuk akkor is, ha az eredeti osztasban az osztando nevezojét megszorozzuk az osz-
toval.
5
S.o_ 5
8 8*2 16

Tortet ugy osztunk egész szammal, hogy a nevezdt szorozzuk az osztoval, a szamlalo valtozatlan marad. A

szorzas jeldlése utan megprobalunk egyszeriisiteni.

4
E:12: 18,

3 3%
3

(OR[N

54. A reciprok érték.

Reciprok érték: Két szam reciprok értéke egymasnak, ha szorzatuk +1.
(A tort reciprok értekét megkapjuk, ha a szdmlalot €s a nevezot felcseréljiik.)

2 5 2,5 10
— reciprok értéke —, mert —*—=—
S 2’ 5 2 10
4 reciprok értéke ! , mert AT = @
7 4’ 7 4 28
—§ reciprok érteke —§ , mert —§*(——) = 15 =1
5’ 3 15

2 reciprok értéke l , mert 2*1 = g =1
2 2 2

55. Melyek azok a szamok, amelyek megegyeznek a reciprok értékiikkel?

Két olyan szam van, amely megegyezik a reciprok értékével. A +1 és a -1.
+1 reciprok értéke +1 mert +1 * (+1) =+1
-1 reciprok értéke -1 mert -1 * (-1) = +1
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56. A nulla reciprok értéke.

A 0-nak nincs reciprok értéke.
0*r #1
Az r helyére barmilyen szamot irunk, a szorzat mindig 0. Nincs olyan szam, amit 0-val szorozva +1-et kap-
nank.

8 3

Hasznaljuk fel a hanyados valtozasairdl tanultakat! Osszuk el el6szor az g-ot 2-vel!

57. Kozonséges tort osztasa kozonséges torttel. (Példa)

a. > 2=
8
Ezt az osztast el tudjuk végezni:
8 8*2

Osszuk el az osztot 5-tel! 2:5= = Legyen most ez az 01j 0sztd. Az eredeti osztot az 6todére csokkentettiik.

A valtozatlan osztandét osszuk az 01j osztoval!

2

b. s : 3 = (Eredetileg is ezt az osztast akartuk elvégezni.) Ha valtozatlan osztandé mellett az osztot

felére, harmadara, negyedére stb. csokkentjiik, akkor a hanyados kétszeresére, haromszorosdara, négyszeresé-
re stb. novekszik.

Az a feladat osztojat harmadara csokkentettiik. igy a hanyados a haromszoroséra né.

9.2_D.gyx3-_ 2 43 273 15
8'3 '8 8*2 = 8*2 16

Eszreveheted, hogy ezt az eredményt kapjuk akkor is, ha a vdltozatlan osztandot megszorozzuk az oszto
reciprok értékével.

_5,3_5"3_
8 2

Tortet torttel ugy osztunk, hogy a valtozatlan osztandot megszorozzuk az osztd reciprok értékével. A szor-
z4s jelolése utan megprobalunk egyszertisiteni.

2 5
8 12 8,25 '8X%5 _10_,1

1525 15 12 15*R 9 9
3 3

Egyszeriisités: A 8-at és a 12-6t néggyel osztottuk. A 25-6t és a 15-6t ottel.
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58. Egész szam osztasa kozonséges torttel.

Egész szamot torttel ugy osztunk, hogy a valtozatlan osztandot megszorozzuk az 0sztd reciprok értékével.
A szorzas jelolése utan megprobalunk egyszerusiteni.

*
Példa: 3:Z=3*ﬂ=ﬂ=2=1E
4 7 7 7 7

59. Vegyes szamok szorzisa, osztasa.

Vegyes szamok szorzasanal, osztasanal célszerli a vegyes szamot tort alakban felirni, és a tort alaktl szam-
mal elvégezni a miiveletet.

60. A tizedes tort fogalma.
| Azokat a torteket, amelyeknek a nevezdje 10, 100, 1000, 10000 ... stb., tizedes torteknek nevezziik.

Ezek a tortek beirhatok a tizes szamrendszer helyiérték-tablazataba, igy a tizedes tortek tortvonal nélkiil is
leirhatok, igynevezett ,,vesszds tort” alakban.

Példa: S e 23 6 49 o5 4
10 100 100 1000 1000 100
23_20 3 _2 3 49 _ 40 9 _4 9
100 100 100 10 100 1000 1000 1000 100 1000
Egészek Tizedes jegyek
1 1 1 1 1
10 1 10 100 | 1000 | 10000 | 100000
3
10
e
100 =P
y
6
1000 mlp-
6
23
100 =P
2 3
49
% #
4 9
25i
100 == 2 5 4

Az egészeket vesszovel ( ,.tizedesvesszovel”) valasztjuk el a tortektdl. A tizedesvesszotdl jobbra 1éve szam-
jegyek a tizedes jegyek.

= 0,3 L 0,07 eSis 0,23 5 _ 0,006 e 0,049 25i = 25,04
10 100 100 1000 0 100
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61. Tizedes tortek kiolvasasa:

1. LEPES: Kiolvassuk a vessz6tdl balra 1évé szamot.

2. LEPES: A vessz6hoz érve kimondjuk az ,,egész” szot.

3. LEPES: Kiolvassuk a vessz6tl jobbra 16vé szamot.

4 LEPES: Hozzamondjuk az utolsé szamjegy helyi értékét.

5,26

Ot egész huszonhat szdzad
72,085
Hetvenketté egész nyolcvanot ezred
4305,0384
Négyezer-hdromszazot egész haromszaznyolcvannégy tizezred

62. Tizedes tortek irasbeli 6sszeadasa, Kivonasa:

Tizedes torteket irasban tigy adunk éssze és vonunk ki, mint természetes szamokat. Ugyeljiink arra,
hogy a tizedes vesszOk egymas alatt legyenek. Az iires helyi értékekre mindig 0-t képzeliink. (Kezdetben
ezeket a nullakat ki is irhatjuk.) Ha nincs tizedes jegy, az egyesek utan akkor is képzeljiik oda a tizedesvesz-

szot!

438 +5,36 =

43,80
+ 05,36

49,16
283,054 + 2,6 + 2781 + 0,0648 =

0283,05400
0002,60000
2781,00000
+ 0000,00648
3066,66048

654,49 — 23,147 =

654,490
- 023,147
631,343

63. Tizedes tortek szorzasa

Tizedes tortekkel ugy szorzunk, mint egész szamokkal. A részszorzatokban nem tessziik ki a tizedes-
vesszOt. A szorzatban annyi tizedes jegyet jeldliink, amennyi a szorzandoban €s a szorzdban Gsszesen van.

6,35 *2,3=

Egyeldre ne vegylink tudomast a tizedesvesszordl. Tehat ugy kell tenniink, mintha a 635-6t és a 23-at szo-
roznank Ossze.

6,35 * 2,3

1270
+ 1905
14605

-26 -




MATEMATIKA I.
Ha eddig eljutottunk, szamoljuk Gssze a szorzanddban és a szorzoban a tizedes jegyeket. A szorzandoban
most kettd van, a szorzoban egy. Ez 6sszesen harom. A szorzatban tehat harom tizedes jegynek kell lennie.
Tegylik ki a tizedesvesszot!

6,35* 2,3

1270
+ 1905
14605

A 635 * 23 szorzatbdl ugy kaptuk a 6,35 * 2,3 szorzatot, hogy az egyik szorzotényezdt a szdazad részére, a
masikat a tizedére valtoztattuk. Beldathato, hogy a szorzat ezek utdin az eredetinek ezred része lesz. 14605-nek
valoban ezred része a 14,605. A megadott szabaly szerint elvégzett szorzds valoban jo eredményhez vezetett.

64. Tizedes tort osztasa egész szammal:

Tizedes tort egész szammal valé irasbeli osztasakor ugy jarunk el, mint természetes szamok osztasa-
kor, de amikor az osztanddban az elsé tizedes jegyet jel6ljiik, a hanyadosban kitessziik a tizedesvesszot.

5°8,36:3=1
2

5’8°,36:3=19
28
1

5°8,3°6:3=19
28
1
Most jeloltiik az elso tizedes jegyet az osztandoban. Miel6tt lehozzuk a szamot az 1-es mellé, kitessziik a
hanyadosban a tizedesvessz6t. A tovabbiakban nem kell vele térddni.

5’8°,3’°6:3=19,
28
13
5°8°,3°6’ : 3=19,45
28
13
16

1

Latszolag elfogytak a szamjegyek. De ez csak a latszat. A 6-os utdn még végtelen sok 0 sorakozik. Hozzunk
le beldliik kettot.

5°8°,3°6> : 3 =19,4533
28
13
16
10
10
1

Az osztast ez esetben a végtelenségig folytathatnank, de elégedjiink meg négy tizedes jegy pontossaggal.
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65. Az 0szto tizedes tort:

Ha az oszt6 tizedes tort, az osztds nem végezheto el.
Az osztanddban és az osztoban annyi helyi értékkel vissziik jobbra a tizedesvessz6t, hogy az oszté egész
szam legyen. Ezutan az osztas elvégezhetd. Az ellendrzést mindig az eredeti osztoval végezziik.

Példa:
43,764 : 2,5 = Ezazosztis nem végezhetd el.

Az osztoban gqy tizedes jeg van. Vigyﬁk\J’obbra a tizedesvesszOt egy helyi értékkel az osztdban és az 0sz-
tandoban is!
437,64 :25 = Ez mér elvégezhetd és hanyadosa megegyezik az eldbbi osztas hanyadosaval.
437,64 : 25 = 17,5056

Az ellendrzést az eredeti osztoval végezzik. Ell.: 17,5056 * 2,5 =43,764
J6 az ellendrzés, tehat valoban jo a hanyadosunk.

I 4,7 : 0,016 =Ezaz osztas nem végezhets el.
\AAL

Az osztoban harom tizedes jegy van. Vigyiik jobbra a tizedesvesszdt harom helyi értékkel az osztoban és az
osztanddban is!

4700:16 = Ez mar elvégezhetd és hanyadosa megegyezik az el6bbi osztas hanyadosaval.

4700 : 16 = 293,75 Az ellendrzést az eredeti osztoval végezziik. Ell.: 293,75 * 0,016 = 4,7

Jo az ellendrzés, tehat valdban jo a hanyadosunk.
Amikor az osztandoban és az osztoban is ugyanannyi helyi értékkel jobbra vissziik a tizedesvesszot, az
osztandot és az osztot is ugyanazzal a szammal szorozzuk. (10-zel, 100-zal, 1000-r¢/, ...stb.) Ekkor azonban a
hanyados értéke nem valtozik Nem csoda tehat, hogy — amint az ellendrzés is mutatjia — jo hanyadosokat

kaptunk.

66. Kozonséges tort felirdsa tizedes tort alakban.

Minden kozonséges tort alaka szam felirhato tizedes tort alakban ugy, hogy a tort szamlalojat elosztjuk a
nevezdvel.

3

=3:5=0,6 ! 15
5

=7:8=0,875 — =15:9=16666....
8 9

? =23:7=32857142....

A héanyados lehet egész szam, véges tizedes tort €s végtelen szakaszos tizedes tort.
Végtelen szakaszos tizedes tort: a hanyadosban a tizedesvessz0 utan egy szamjegybdl, vagy tobb szamjegy-
bdl all6 szakasz ismétlodik.
A végtelen szakaszos tizedes tortet a szakasz elsé és utols6 szamjegye f61¢ tett ponttal jeldlhetjiik.

15:9 = 1,6666666
2:7=0,285714285714285714285714...
15:9=1,6

2:7=0,285714
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67. Szorzas tiz hatvanvyaival.

Végezziik el a kovetkezd szorzasokat!
34,654 * 100 = 3465,4

0,083 * 1000 = 83
237 *10=2370

Vegyiik észre, hogy a szorzandoban és a szorzatban ugyanazok a szamjegyek vannak, csak mas helyiérték-
oszlopban. Ennek ismeretében 10-zel, 100-zal, 1000-rel,...stb. a ,,szorzas elvégzése nélkiil” is szorozhatunk.

Szorzas 10 hatvanyaival (10-zel, 100-zal, 1000-rel,...stb.): 10 hatvanyaival gy szorzunk, hogy a szorzan-
doban annyi helyi értékkel vissziik jobbra a tizedesvesszot, ahany nulla a szorzoban van. Az lires helyi érté-
keket 0-val toltjiik ki.

64,756 * 100 =

A szorzdban az 1-es utan két nulla van. A szorzatot Ggy kapjuk, hogy a szorzanddban két helyi értékkel jobb-
ra vissziik a tizedesvesszot.
64,756 * 100 =6475,6
AL

2,34 * 10000 =
A szorzbdban az 1-es utan négy nulla van. A szorzatot ugy kapjuk, hogy a szorzanddban négy helyi értékkel
jobbra vissziik a tizedesvesszot. A két iires helyi értéket 0-val toltjiik fel.

2,34 * 10000 = 23400
AAAL

68. Osztas tiz hatvanvaival.

Végezziik el a kovetkezo osztasokat!
365,4 : 100 = 3,654

54,2 : 1000 = 0,0542
237 :10=23,7
Eszrevehetjiik, hogy az osztandéban és a hanyadosban ugyanazok a szamjegyek vannak, csak mas helyiérték-

oszlopban. Ennek ismeretében 10-zel, 100-zal, 1000-rel,...stb. ,,0sztas nélkiil” is oszthatunk.

Osztas 10 hatvanyaival (10-zel, 100-zal, 1000-rel,...stb.): 10 hatvanyaival gy osztunk, hogy az osztando-
ban annyi helyi értékkel vissziik balra a tizedesvessz6t, ahany nulla az osztoban van. Az iires helyi értékeket
0-val toltjiik ki.

6479,6 : 100 =
Az osztoban az 1-es utan két nulla van. A hanyadost ugy kapjuk, hogy az osztandoban két helyi értékkel bal-
ra vissziik a tizedesvesszot.

6479,6 : 100 =64,796
AN

2,34 : 10000 =
Az osztoban az 1-es utan négy nulla van. A hanyadost ugy kapjuk, hogy az osztanddban négy helyi értékkel
balra vissziik a tizedesvesszOt. Az lires helyi értékeket 0-val toltjiik fel.

2,34 * 10000 = 0,000234
AAANJ

Hérom iires helyi érték van, de egy nullaval jelezniink kell azt is, hogy ebben a szdmban nincs egész.
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69. Tizedes tortek bovitése:

Tizedes tortek bévitésekor a szam végére (a tizedesvesszOtdl jobbra) tetszdleges sok nullat irhatunk, a
szam értéke nem valtozik: 43,27 = 43,270 = 43,2700 = 43,27000...

70. Tizedes tortek egyszeriisitése:

Tizedes tortek egyszerisitésekor a szam végén (a tizedesvesszotol jobbra) alld nullakat elhagyhatjuk, a
szam értéke nem valtozik: 8,5340000 = 8,534000 = 8,53400 = 8,5340 = 8,534

71. Tizedes tortek osszehasonlitasa. (Példa)

Két tizedes tort koziil az a nagyobb, amelyiknek az egész része a nagyobb. Ha az egész részek egyenldk, ak-
kor az a tizedes tort a nagyobb, amelynél a tizedes jegyeket balrol jobbra 6sszehasonlitva az elsd eltéré szam-
jegy nagyobb.

Melyik a nagyobb a kovetkezd két tizedes tort koziil?

3672,38 625,83652785
Hasonlitsuk 0ssze az egész részeket!

3672 > 625

3672,38 > 625,83652785
Melyik a nagyobb a kovetkezé két tizedes tort koziil?

847352,38735692897 847352,38735836
Az egész részek egyenlok. Keressiik meg az elsé eltér6 tizedes jegyeket!

847352,38735692897
——> 847352,38735836

A nyillal jelzett szamban nagyobb az elsé eltéré szamjegy: 847352,38735692897 < 847352,38735836

A KEREKITES: El6fordul, hogy nem kell pontos adatokkal szamolnunk, elég, ha a kozelitd értékiiket
ismerjiik. A szamok kozelitd értékének meghatarozasara szolgal a kerekités. A kozelitd érték meghatarozéasa-
nal meg kell adni, hogy milyen helyi értékre kerekitiink. (Pl. tizesekre, ezresekre, szdzadokra) Kerekitésnél a
szam helyett, a szadm kozelebbi tizes, szdzas, ezres...stb. szomszédjat mondjuk. Az adott helyi értéktdl jobbra

1év6 oszlopokban talalhatod szamjegyeket a kerekités soran ,,elhagyjuk”. A kozelitd érték jele: =

72. Kerekités felfelé:

Ha az els6é elhagyando szamjegy 5, vagy 5-nél nagyobb, akkor felfelé kerekitliink. Az utols6 megmarado
szdmjegyhez hozzdadunk 1-et. Az iires egész helyi értékekre 0-t irunk.

Kerekitsiik a kovetkezd szamot ezresekre! (Hogy el ne felejtsiik, hogy hova kerekitiink, érde-
mes egy X-szel megjeldlni a megfeleld helyi értéket, ezuattal az ezreseket.)

534826,4273

Az ezresektdl jobbra 1év6 szamjegyeket elhagyjuk. Nézziik az elsé elhagyandd szamjegyet! Ez a 8-as. Na-
gyobb, mint négy, tehat felfelé kerekitiink. Az utols6 megmaradoé szamjegy a 4, ehhez hozzaadunk 1-et.

534826,4273 =535000
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73. Kerekités lefelé:

Ha az els6 elhagyando6 szamjegy 5-nél kisebb, akkor lefelé kerekitiink. A megmaradé szamjegyeket valtozat-
lanul leirjuk. Az {ires egész helyi értékekre 0-t irunk

Kerekitsiik a kovetkezd szamot tizedekre! (Hogy el ne felejtsiik, hogy hova kerekitiink, érde-
mes egy x-szel megjeldlni a megfeleld helyi értéket, ezattal a tizedeket.)

534826,4273

A tizedektOl jobbra 1év6 szamjegyeket elhagyjuk. Nézziik az elsé elhagyandd szamjegyet! Ez a 2-es. Kisebb,
mint 6t, tehat lefelé kerekitiink.

534826,4273 =534826,4

74. A mérés:

A mérés mindig 0sszehasonlitas. A mérendé mennyiséget hasonlitjuk 6ssze az egységgel, a mértékegy-
séggel. A mérés eredménye a mérdszam, és a mértékegység

Meértékegység barmilyen a célnak megfeleld eszkdz lehet. A kiilonbozo, eltérd egységek hasznalata
azonban kéoszt okozna, ezért nemzetkdzileg elfogadott (igynevezett SI) mértékegységeket hasznalunk.

8 dkg

/N

mérdészam mértékegység

75. A hosszusag mértékegységei, valtoszamok

imm < 1cm < 1dm < 1m < 1km
10 10 10 1000

76. A teriilet mértékegységei, valtoszamok.

imm?> < 1cm®> < 1dm? < 1m? < 1tha < 1km?

100 100 100 10000 100

( m? = négyzetméter, ha = hektar)

[17. A térfogat mértékegységei, valtoszamok

mmm® < 1wem® < 1dm® < 1m

1000 1000 1000

3 3

(m® = kdbméter)
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/8. Az lirmérték mértékegységei, valtdszamok.
(folyadékok mérésére hasznaljuk)

m < 1 < udl < 11 < 1hl
10 10 10 100
Az Urtartalom ¢€s a térfogat mértékegységei atvalthatok egymasba:
1dm® =11
79. A tomeg mértékegységei, valtdszamok.
1g < 1dkg < 1kg < @ < at
10 100 100 10
(q = mazsa nem SI mértékegység, de a mindennapi ¢életben még hasznaljak.)
80. Az idé mértékegységei, valtdszamok.
Imp < 1lperc < 1l6ra < 1lnagp < 1hét <  Tlhénap < lév
7 ~4 12

60 60 24

1 év = 365 nap; 1 honap = 30 nap; 1 év =52 hét

(mp = s, vagy sec; perc = min; 6ra = h)

81. 82. Mértékvaltas:
¢ét, nem ,,szomszeédos” mértékegység kozti valtoszamot a koztiik 1€évo valtdszamok szorzata adja.

K.
Példa: l Mennyi a valtészam a cl és a hl kdzott?

Im < @ < 1 < 11 <
10 10 * 10 * 100
10000
B Mennyi a véltészam a cm? és a ha kozott?
Imm® < B < 1dm® < 1m* < [ < 1km?
100 100 * 100 * 10000 100

100 000 000
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Ha nagyobb mértékegységrol valtunk kisebbre, akkor szorozzuk a mérészamot a valtdszammal.

Ha kisebb mértékegyseégrol valtunk nagyobbra, akkor osztjuk a mérészamot a valtoszammal.

| 3650 mm=............... m

Elészor hatarozzuk meg a valtoszamot!
1000
Dontsiik el, hogy nagyobbrol kisebb mértékegységre valtunk, vagy forditva!
Kisebbrol nagyobbra, tehat osztanunk kell a valtoszammal.

,Kezdoknek™ érdemes jeldlni a valtdszamot, és az elvégzendd miiveletet a kdvetkezdképpen:

21000
3650mm=............... m

3650 mm =3,65m

* 10000
43 hl= .............. cl

43 hl = 430000 cl

* 168

460000 cm® = ................ hl
Ezt az atvaltast végezhetjiik a kovetkezOképpen:

- 1000
460000 cm® =460 dm®

Felhasznaljuk, hogy 1 dm® = 1 liter.
460 dm® = 460 |

1100
4601 =46 hl
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Szamhalmaz: olyan halmaz (csoport), amelynek minden eleme (tagja) szdm. A kdvetkezékben néhany neve-
zetes szamhalmazzal ismerkediink meg. Mindegyik halmazt az abécé egy nagybetiijével jeloljiik.
Egy szdmhalmazban korlatozas nélkiil elvégezheté egy miivelet, ha barhogyan is valasztunk ki szdmo-
kat a halmazbdl, a miivelet elvégzése utan eredményiil kapott szam is benne van a halmazban.

83. Mit tudsz a természetes szamok halmazarol?

TERMESZETES SZAMOK halmaza

Jele: N
A természetes szamok halmazaba a nulla és a pozitiv egész szamok tartoznak.

N={0;1;2;3;4;5;6;7;8;9;10; 11; 12...}
A természetes szamok halmazanak végtelen sok eleme van.
A legkisebb természetes szam a 0.
A természetes szamok halmazanak nincs legnagyobb eleme.

A természetes szamok halmazaban az 6sszeadas, és a szorzas végezhetd el korlatozas nélkiil.

84. Mit tudsz az egész szamok halmazarol?

EGESZ SZAMOK halmaza

Jele: Z
Az egész szamok halmazaba a nulla és a pozitiv egész szamok, és a negativ egész szamok tartoznak.

Z=1{...-10; -9; -8; -7; -6; -5; -4, -3; -2; -1;0; 1; 2; 3; 4; 5, 6; 7, 8;9; 10; ...}
Az egész szamok halmazédnak végtelen sok eleme van.
Az egész szamok halmazanak nincs sem legnagyobb, sem legkisebb eleme.

Az egész szamok halmazaban az 6sszeadas, kivonas és a szorzas végezhetd el korlatozas nélkiil.

85. Mit tudsz a racionalis szamok halmazaro6l?

RACIONALIS SZAMOK halmaza

Jele: Q
A raciondlis szamok halmazéba a nulla, a pozitiv egész szamok, a negativ egész szamok, a pozitiv tortek és a
negativ tortek tartoznak.
Q = {nulla, pozitiv egész szamok, negativ egész szamok, pozitiv tortek, negativ tortek }
A racionalis szam mindig folirhato két egész szam hanyadosaként.

(Masképpen: A raciondlis szam mindig folirhato % alakban, ahol a, b eleme Z-nek, és b # 0.)

A racionalis szamok halmazéanak végtelen sok eleme van.
A racionalis szamok halmazéanak nincs sem legnagyobb, sem legkisebb eleme.
A racionalis szdmok halmazaban az 0sszeadas, kivonds, szorzas és osztas is elvégezhetd korlatozas nélkiil.

Nem végezhetd el viszont korlatozas nélkiil a négyzetgydkvonas.
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86.87. 88.

Minden tortszam folirhato tizedes tort alakban, ugy, hogy a szamlalot elosztjuk a nevezdvel. A hanyados
vagy egész szam, vagy véges tizedes tort, vagy végtelen szakaszos tizedes tort lesz.
Az, hogy a hanyados véges-, vagy végtelen tizedes tort lesz-e, az osztas elvégzése nélkiil is meghatarozhat-
juk.
A racionalis szam tizedes tort alakja:

a
Legyen B a racionalis szam legegyszeriibb alakja.

a,b egész szamok, b # 0 és (a;b) = 1.

a

Az 7 racionalis szdm tizedes tort alakja:

o |

1. Véges tizedes tort, ha a nevezd primtényez0s alakjaban csak 2 vagy 5, illetve 2 és
5 primtényezok szerepelnek.

2. a. Végtelen tiszta szakaszos tizedes tort, ha a nevezd primtényezdi kdzott sem
a2, sem az 5 nem szerepel.
A végtelen tiszta szakaszos tizedes tortben minden tizedes jegy ismétlodik.
Pl.: 54,825325825325......
b. Végtelen vegyes szakaszos tizedes tort, ha a nevezd primtényezdi kozott
a 2 és/vagy 5-0n kiviil mas primszam is szerepel.
A végtelen vegyes szakaszos tizedes tortben nem minden tizedes jegy
ismétlddik.

PI.: 9,578158158. ...

Hatarozzuk meg az osztas elvégzése nélkiil, hogy a kdvetkezd racionalis szamok tizedes tort alakja véges-,

vagy végtelen tizedes tort! 189
SYVes ' 420
Hozzuk a tortet a legegyszertibb alakra! 189 _9
420 20
frjuk fel a nevezé primtényezés alakjat! 20=2%2%*5

A primtényezos alakjaban csak 2 és 5 szerepel, ezért a % tizedes tort alakja véges tizedes tort. (0,45)

259
429

Ez a trt nem egyszertisithet6. {rjuk fel a nevezd primtényezds alakjat! 429 =3 * 11 *13

A primtényezos alakjaban sem 2 sem 5 nem szerepel, ezért:

A 2%9 tizedes tort alakja végtelen tiszta szakaszos tizedes tort. (0,603729603729...)
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280
3000
Hozzuk a tortet a legegyszertibb alakra! 280 = s
) 3000 75
Irjuk fel a nevezo primtényez0ds alakjat! 75=3*5*5
A primtényezos alakjaban az 5 mellett 2-t6! kiilonbozo primszam szerepel, ezért:

A 32080% tizedes tort alakja végtelen vegyes szakaszos tizedes tort. (0,093333333333333....)

89. Mit tudsz az irracionalis szamok halmazarol?

IRRACIONALIS SZAMOK halmaza

Jele: Q°
Az irracionalis szdmok halmazaba azok a szamok tartoznak, amelyek nem irhatok fel két egész szam hanya-
dosaként.
Az irraciondlis szamok halmazéanak végtelen sok eleme van.

Az irracionalis szamok halmazanak nincs sem legnagyobb, sem legkisebb eleme.
Az irracionalis szamok tizedes tort alakja: végtelen nem szakaszos tizedes tort.

Pl: 3,21221222122221222221....

90. Mit tudsz a valés szamok halmazarol?

VALOS SZAMOK halmaza: Jele: R Ezt a szamhalmazt a racionélis és irracionalis szamok egyiitt alkotjak.

A SZAMHALMAZOK ABRAZOLASA HALMAZABRAN

T Q* -3,01001000100001...
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Hany ora van?
Bércsak esne az es6!
Hozd ide a széket!
A bélna tengeri emlds.
Matematika oran kitlintetett szerepe van a kijelentd mondatnak, a tobbi mondatfajtdhoz képest. Mégpedig
azért, mert a tobbiekkel ellentétben minden kijelenté mondatnak van igazsagértéke.

91. Az allitas igazsagértéke.

A kijelenté mondatot a matematikaban allitasnak (itéletnek) nevezziik. Az igazsagérték azt jelenti, hogy
minden kijelentd mondat vagy igaz, vagy hamis. Harmadik lehet6ség nincs. (A kérdd, felszolito, felkialto,
ohajté mondatok nem rendelkeznek ezzel a tulajdonsaggal.)

Nézziink néhany allitast, és vizsgaljuk meg az igazsagértékiiket!

Magyarorszag fovarosa Kecskemét. HAMIS
Egy évben 12 hénap van. IGAZ
Hat nagyobb, mint kilenc. HAMIS
A balna tengeri eml0s. IGAZ
A Holdon még nem jart ember. HAMIS

A Marson van élet. Jelenlegi ismereteink szerint erre
nem tudunk valaszolni, de az
allitas ettdl fiiggetlentiil vagy igaz,
vagy hamis.

92. A nyitott mondat fogalma.

Az olyan allitast, amelynek nem ismerjiik az alanyat, nyitott mondatnak nevezziik. A nyitott mondatnak
nincs igazsagértéke. A nyitott mondat se nem igaz, se nem hamis.

A kovetkez6 mondatok nyitott mondatok:

Magyarorszag fovarosa .................
Egyévben 12 ............ van.

........... nagyobb, mint kilenc.
A tengeri emlds.

A Holdon még nem jart .................
A Marsonvan ................

93. A nyitott mondat megoldasa.

A nyitott mondat megoldasa: A hidnyzo alany helyére egy adott csoportbdl (halmazbol) olyan elemet he-

lyettesitiink, amellyel kiegészitve a mondatot, igaz allitast kapunk.

94. A nyitott mondat alaphalmaza, megoldashalmaza.

Alaphalmaz: Az a halmaz, amelyben a nyitott mondat megoldasait keressiik.
Megoldashalmaz (igazsaghalmaz): Az alaphalmaznak azok az elemei alkotjak, amelyek igazza teszik a nyi-
tott mondatot.

Ha egy feladat nem adja meg az alaphalmazt, akkor mindig az értelem szerinti legnagyobb halmazt tekintjiik
annak.
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95. Azonossag fogalma.

Ha az alaphalmaz minden eleme igazza teszi a nyitott mondatunkat, akkor a nyitott mondat az adott alaphal-
mazon azonossag. [lyenkor az alaphalmaz megegyezik a megoldashalmazzal.

96. Mikor nincs megolddsa a nyitott mondatnak?

Ha az alaphalmaz egyetlen eleme sem teszi igazza a nyitott mondatunkat, akkor a nyitott mondatnak az adott
alaphalmazon nincs megoldasa. Ilyenkor a megolddshalmaz iires halmaz.

[ ] Oldjuk meg a kovetkez6 nyitott mondatot!

........... nagyobb, mint kilenc.
Az alaphalmaz: A:={5; 13; -3; 24,6; 9; 0}

Az alaphalmaznak hat eleme van. Helyettesitsiik be ezeket a hianyzo6 alany helyére!

5 nagyobb, mint kilenc. HAMIS
13 nagyobb, mint kilenc. IGAZ
-3 nagyobb, mint kilenc. HAMIS
24,6 nagyobb, mint kilenc. IGAZ
9 nagyobb, mint kilenc. HAMIS
0 nagyobb, mint kilenc. HAMIS
Az alaphalmaz elemei koziil kettd teszi igazza a nyitott mondatunkat: a 13 és a 24,6. Ez a két szam alkotja a
nyitott mondat megoldashalmazat. M={13; 24,6}
l Oldjuk meg a kovetkezd nyitott mondatot!

........... nagyobb, mint kilenc.

Az alaphalmaz: A:={25; 13; 37; 24,6; 19; 10; 325}

Az alaphalmaznak hét eleme van. Helyettesitsiik be ezeket a hianyz6 alany helyére!

25 nagyobb, mint kilenc. IGAZ
13 nagyobb, mint kilenc. IGAZ
37 nagyobb, mint kilenc. IGAZ
24,6 nagyobb, mint kilenc. IGAZ
19 nagyobb, mint kilenc. IGAZ
10 nagyobb, mint kilenc. IGAZ
325 nagyobb, mint kilenc. IGAZ

Az alaphalmaz minden eleme igazza teszi a nyitott mondatunkat. Az alaphalmaz minden eleme benne van a
nyitott mondat megoldashalmazaban.
M={25; 13; 37; 24,6; 19; 10; 325}
M=A
Ezen az alaphalmazon a nyitott mondatunk azonossag.
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l Oldjuk meg a kovetkezd nyitott mondatot!
........... nagyobb, mint kilenc.

Az alaphalmaz: A:={5; 3; 7; 9}
Az alaphalmaznak négy eleme van. Helyettesitsiik be ezeket a hidnyz6 alany helyére!

5 nagyobb, mint kilenc. HAMIS
3 nagyobb, mint kilenc. HAMIS
7 nagyobb, mint kilenc. HAMIS
9 nagyobb, mint kilenc. HAMIS

Az alaphalmaz egyetlen eleme sem teszi igazz4 a nyitott mondatunkat. A nyitott mondat megoldashalmaza
ires halmaz. M={}
Ezen az alaphalmazon a nyitott mondatunknak nincs megoldasa.

4 Oldjuk meg a kovetkez6 nyitott mondatot!

........... nagyobb, mint kilenc.

Most nem adunk meg alaphalmazt. llyenkor a legnagyobb, a feladat szempontjabol értelmesnek tiiné
halmazban kell keresni a megoldast. Jelen esetben az 0sszes tanult szamot szamitasba vessziik a megoldaske-
resésnél. (Nem keressiik viszont a megoldast, példaul a magyarorszagi varosok csoportjaban.)

Esetiinkben a nyitott mondatnak végtelen sok megoldéasa van, hiszen barmely 9-nél nagyobb szamot be-
helyettesitve IGAZ allitast kapunk. Ha megnézziik a szamegyenest, lathatjuk, hogy végtelen sok ilyen szdm
van. Matematikdban a nyitott mondatokat révid formaban, a tanult jelek segitségével irjuk le. Az ismeretlen
alanyt altalaban x, y, z betlikkel helyettesitjik.

A kovetkezd nyitott mondatot:
........... nagyobb, mint Kilenc.
Helyesen igy irjuk: X>9.
97. Egyenlet, egyenlétlenség fogalma.

Ha a nyitott mondat allitmanya ,,egyenl6” ( =), akkor a nyitott mondat egyenlet.

A kovetkezd nyitott mondatok egyenletek: X+5=2x+1
3y—-2=y+6
6-3z=z2-2

Ha a nyitott mondat allitmanya ,,kisebb, nagyobb, nem kisebb, nem nagyobb” ( <, >, >, <), akkor a nyitott
mondat egyenl6tlenség.

A kovetkez0 nyitott mondatok egyenldtlenségek:
X+5<2x+1

98. Az egyenlet, egyenlétlenség gyoke.

Az egyenlet, egyenldtlenség megolddashalmazanak elemeit szokas az egyenlet, egyenlotlenség gyokeinek is
nevezni.
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99. Zardjelbontas az egyenlet megoldasa kozben.
12 +3*(2x—3) + 1 =2*(x +5) + x + (2x + 4)

Itt egy Gjabb nehézséggel talalkozunk. Zarojel van az egyenletben. A tovabblépéshez ,,fel kell bontani” a
zarojelet. Altaldban a tényezd és a zardjel kozti szorzdsjelet nem szoktuk kitenni. Az egyenlettel a késébbiek-
ben ilyen formaban talalkozunk:
12+3(2x—-3)+1=2(x+5)+x + (2x + 4)

A A A

Zarojelbontas: A zardjelen beliil 1év6 minden tagot Szorozzuk a zarojelen kiviil levo tényezdvel.
(Lasd: 6Sszeg szorzasa egy szammal.)

Oldjuk meg a kovetkez6 feladatokat kétféleképpen!
l a. Eldszor iigyeljiink a miiveleti sorrendre!
4*(8—-2)= 4*6=24
b. — Most nézziik zarojelbontassal!

4*(8 — 2) = 4*8 - 4*2=32-8=24
Az eredmeény ugyanaz, tehat jol miikodik a zar6jelbontés.

l a. Eldszor ligyeljiink a miiveleti sorrendre!

7+5%3+1)=7+5%4=7+20=27

b. Most nézzik zarojelbontassal!
i
7 +5*(3+1)=7+5*3+5*1=7+15+5=27
\_/

Az eredmény ugyanaz, tehat j6l miikddik a zardjelbontas.

Térjiink vissza az egyenletiinkhoz! 12 + 3*(2x —3) + 1 =2*(Xx +5) + X + (2x + 4)

Alkalmazzuk a zaro6jelbontast!
3*(2x—3)=6x-9
2*(x+5)=2x+10
A kovetkezOnél nem kell szorozni, egyszeriien elhagyjuk a zargjelet.

(2x+4)=2x+4
Zarojelbontas utan igy néz ki az egyenlet:

12+6x-9+1=2x+10+x+2x +4
Rendezni kell az egyenletet, és kezdddhet a megoldas.

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet!
8—3*%(4 +2x) +5(x — 2) = 6x — 2*(7 — 3x) — (2x + 4)

Ebben az egyenletben tovabb bonyolitja a helyzetet, hogy a zardjel eldtt, vagy a zarojelet megeldzd szorzoté-
nyez0 eldtt kivonasjel van.
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Zarojelbontas: A zarojelen beliil 1évé minden tagot megszorozzuk a zéarojelen kiviil levd tényezdvel. Ha a
zardjel el6tt, vagy a zardjelet megeldzd szorzotényezd eldtt kivonasjel van, akkor a zardjelbontds soran a
zéarojelben 1évo Osszeadasjel kivondsjellé, a zardjelben 1€vo kivonasjel, pedig dsszeadasjellé valtozik.

B Oldjuk meg a kovetkezé feladatot kétféleképpen!
a. El6észor tigyeljiink a miiveleti sorrendre!
40-4*(8-2)=40-4*6=40-24=16
b. Most nézziik zardjelbontéssal! Figyeljiink a zardjel el6tti kivonasjelre!
40— 4*(8—2)=40— 4*8 T 4*2 =
=40-32+8=16
Az eredmény ugyanaz, tehat jol miikodik a zardjelbontas.
2 Oldjuk meg a kovetkezd feladatot kétféleképpen!
a. El6észor tigyeljiink a miiveleti sorrendre!
50 -3*(7+3)=50-3*10=50-30=20
b. Most nézziik zardjelbontassal! Figyeljiink a zardjel el6tti kivonasjelre!
50— 3*(7 + 3) =50—3*7— 3*3=
=50-21-9=20

Az eredmény ugyanaz, tehat j6l miikodik a zardjelbontas.

A A A

Térjiink vissza az egyenletiinkhoz!

8—3*%(4 +2x) +5(x — 2) = 6x — 2*(7 — 3x) — (2x + 4)
Alkalmazzuk a zardjelbontast! Figyeljiink a zargjel el6tti kivonasjelre!

8= 3%(4 F 2x) + 5(x —2) = 6x = 2*(7 = 3x) = (2x + 4)

8-12—6x+5x-10=6x—-14F 6x—2x— 4
Rendezni kell az egyenletet, és kezdddhet a megoldas.

100. K6zos tortvonal elhagyasa az egyenletmegoldas kozben.
3X+6
=5+2x+1

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet! 4+

Neheziti a helyzetet, az egyenletben megjelend tortalaka kifejezés. Ezt a tortet el kell tiintetniink, de hogyan?
Hasznaljuk fel a kévetkezot: Ha a tortet a nevezojével szorozzuk, eredmeényiil mindig a szamlalot kapjuk:
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* *
2,,_2%7_ 3.5_3*5_,
7 7 5 5

Szorozzuk az egyenlet mindkét oldalat a tort nevezdjével!

3X+6

4+ =5+2x+1 Il *2

Mindkét oldalon minden tagot szorzunk 2-vel. Eltlinik a tort:
8+3x+6=10+4x+2
Ennek az egyenletnek a megoldasa mar nem okoz nehézséget.
A tortvonal eltlintetésénél azonban egy dologra ligyelniink kell. A k6zos tortvonal zarojelet helyettesit. Az

elobbi egyenletiinket igy is irhatnank.

4+(3x+6):2=5+2x+1

Ha a kozos tortvonal eltiintetjiik, olyan mintha zaréjelet bontanank. Alkalmaznunk kell tehat a zarojel-
bontas szabalyait.

_3x+6

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet! 4 =5+2x+1 I/ *2

Most a k6z0os tortvonal (zarojel) el6tt kivonasjel van, ezért a szamlaloban 1évé Osszeadasjel kivonasjellé val-
tozik.

8-3x—=6=10+4x+2

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet! S5+ =3-

Ha egynél tobb tort van az egyenletben, akkor célszerli k6z0s nevezore hozni 8ket, majd ezzel a kdzds neve-
z6ével beszorozzuk az egyenlet mindkét oldalat. A k6zos nevezé most a 12. A baloldalon 1év6 tortet 3-mal, a
jobboldalit 4-gyel bovitjiik.

5+9X—15=3_8X—16 %12
12 12
60 +9x-15=36-8x + 16

Ez mar nem okozhat nehézséget.

101. Mire kell iigyelni az egyenldtlenség mérlegelvvel torténé megoldasa soran?

Mindenben ugyanugy jarunk el mint az egyenlet megoldasa soran.

VIGYAZAT!!
Ha az egyenldtlenséget negativ szammal osztjuk, vagy szorozzuk, akkor a relaciojelet meg kell forditanunk!
2% > 10 I (-2)
x<-5

(Nézziik szamokkal, igy talan hihetobb!
-4> -6 Il:(-2)
+2<+3
Ahhoz, hogy igaz maradjon az allitas, meg kellett forditani a relaciojelet.)
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102. Végtelen alaphalmaz esetén hogyan deriil ki az egyenletrél, egyenlotlenségrol, hogy

azonossag, azonos egyenlotlenség?

Ha az egyenlet, egyenl6tlenség megoldasa soran az ismeretlen kiesik, és igaz allitast kapunk,
PI.:
5=5
6>-2
2<13,64
akkor azonossaggal, azonos egyenl6tlenséggel van dolgunk.

103. Végtelen alaphalmaz esetén hogy deriil ki az egyenletrél, egyenlétlenségrél, hogy

nincs megoldasa?

Ha az egyenlet, egyenlOtlenség megoldésa soran az ismeretlen kiesik, €s hamis allitast kapunk,
Pl.:
5=3
-6>0
22 < 13,64
akkor az egyenletnek, egyenl6tlenségnek nincs megoldasa.

104. Szoveges feladat megoldasa egvenlettel.

=

o s

A megoldés soran érdemes a kovetkezd sorrendet betartani.

Olvassuk el figyelmesen a feladat szovegét és probaljuk megérteni az ott leirtakat!

Dontsiik el, hogy mi legyen az ismeretlen! A legtobb esetben azt a mennyiséget célszerli ismeretlen-
nek valasztani, amire a kérdés vonatkozik, de eléfordulhat, hogy méas mennyiséget valasztva ismeret-
lennek a feladat megoldasa egyszeriibbé valik.

Keressiink Gsszefiiggést az adatok kozott! Az Gsszefliggéseket célszerii tablazatba foglalni. Geometri-
ai tipusu feladatnal mindig készits abrat!

A tablazat, illetve a feladat szovege alapjan irjuk fel az egyenletet, majd oldjuk meg!

Vizsgaljuk meg, hogy a kapott eredmény megfelel-e a feladatban leirtaknak! Pl. tomeg negativ szam,
vagy személyek szdma tort. [lyen esetben a szoveg ismételt elolvasasa utan el kell donteniink, hogy a
feladatnak nincs megoldésa, vagy esetleg kerekitéssel megkaphatjuk a megoldast.

A megoldast ellendrizni kell. Ugyeljiink arra, hogy ne az altalunk felirt egyenletbe helyettesitsiink be,
hanem a szdveg alapjan ellendrizziink!

A feladatban feltett kérdésre adjunk szdveges valaszt!

- Az elsé istalloban 20-szal tébb 16 van, mint a masodikban. Ha az elsébe még 8, a mdso-
dikba még 2 lovat visznek, akkor az elsé istalloban haromszor annyi [0 lesz, mint a masodikban.

Hany 16 van most az egyes istallokban?

Jeloljiik x-szel az eredetileg a masodik istalloban 1év6 lovak szdmat, és foglaljuk tablazatba az dsszefiig-

géseket!
L. istallo IL. istallo
1. X+ 20 X
2. (x+20)+8 > X+ 2
haromszorosa

frjuk fel az egyenletet, és oldjuk meg! (x +20) +8=(x +2) * 3

X+20+8=3x+6

X+28=3x+6 Il-x
28=2x+6 Il-6
22 = 2x Il:2
11=x
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Ez az eredmény nem mond ellent a szovegnek, de nézziik meg, hogy j6-e? Ellendrzés:

I. istallod II. istallo
11+ 20 11

(11+20)+8 > 11+2
39 haromszorosa 13

A szdvegben a masodik istalloban eredetileg 1€vo lovak helyére 11-et helyettesitve, a feladat minden
feltétele teljestil. Johet a szoveges valasz.

Jelenleg az elsd istalloban 39, a masodikban 13 16 van.
Ha egy szoveges feladatot egyenldtlenséggel lehet megoldani, ugyanigy kell eljarni.

105. Mennyi 40-nek a haromotod része? (Mintapélda, 3-féle megoldassal)

Mennyi 40 korongnak a g része? (Prébaljuk megérteni a feladatot részletes rajz segitségével!)

0000000000000 OOO0OO00
000000000000 OOOO0OO00

Szamitsuk ki eldszor a korongok c részét!

Barmely mennyiség egy 6tod részét megkapjuk, ha a mennyiséget 6t egyenld részre osztjuk.
Osszuk el 6t egyenlo részre a korongokat!

0000 0000 0000 O000 O000
o000 0000 0000 O000 O000
— — — — —
40-nek az E 40-nek az E 40-nek az 1 40-nek az 1 40-nek az E
5 5 5 5 5
- része 8. része 8. része 8. - része 8. része 8.
T

40-nek a é *3 = g része: 8*3 =24

Nézziik a kovetkezo6 szorzatot! 40*% =24 40-nek a g-szerese 24.

Ez a szorzat megegyezik 40-nek a g részével.

Tehat:

3 3

40-nek a = része és ~ -szerese is 24.

S 5

Ezt a felismerést felhasznalhatjuk a tortrészszamitasnal. Térjiink vissza a feladatra!

Mennyi 40-nek a g része? (Mennyi 40-nek a g szerese?)
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Segithet egy egyszerti rajz! Ha gondot okoz a megoldas, rajzoljunk!
Erész =?
5/\
-~ N
o— @ @ @ * —
—
S5
40 = —rész
5

(40:5)*3=24

d.
Szamitsuk ki 40-nek az — részét, majd vegylik ennek a 3-szorosat!

b. Kovetkeztetés:

1
—1ész — 40:5=8

§rész — 8*3=24

(40 :5)*3=24

c. Felhasznaljuk, hogy 40-nek a g része és g -szerese is 24.
40*

Szamitsuk ki 40-nek a g szeresét!

ol
I
(IN

40-neka§ része 24.

106. Melyik szam haromotod része a negyven? (Mintapélda, 3-féle megoldassal)

Hany korongnak a — része a 24? (Probaljuk megérteni a feladatot részletes rajz segitségével!)

000000000000 0000 0000 0000
000000000000 0000 0000 0000
/ N\ ~ J N\ ~ J & _
A 3 részt harom egyenld részre
1, 1, 1,
— 1ész: 8 — 1ész: 8 — 1ész: 8

5
osztva megkapom a keresett
mennyiség % részét.
. S . "
Az egészet, az —részt, azaz 5 * 5 részt keressiik..

0000 0000 0000 0000 0000
0000 0000 0000 0000 0000
N ~ J I\ ~ J I\ ~ J N\ ~ J

1, 1, 1, 1 1

— 1857 — 1ész = rész = 1rész = 1rész
Nl 5 5 5 _

—
§rész =8*5=40

Térjiink vissza a feladatra!
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Mennyinek a g része 24? (Mennyinek a g szerese 247)

3
24 = —rész
)
A
M @ o
S— —
——
—rész =7

a. (24:3)*8=40

b. Kovetkeztetés:
3, . , 1, . e
A 24 a keresett szdm — része. Ha elosztjuk 3 részre, akkor a keresett szdm E részét kapjuk. Ennek az 6tszo-

rose adja a megoldast.
1
—1ész — 24:3=8
5
5
E rész — 8*5=40

(24 :3) * 5= 40

c. Felhasznaljuk, hogy 40-nek a g része és g-szerese is 24.

Oldjuk meg a feladatot egyenlettel! A kovetkezd kérdésre keressiik a valaszt:

Mennyinek a g szerese 247

A kovetkez0 szorzatot hasznéljuk fel a megoldéashoz:

A keresett szamot jeloljiik x —szel.

X*=—=24 I

gl w

wg része 24.

107. Hanvyad része a 40-nek a 24? (Mintapélda, 2-féle megoldassal)

Hanyad része 40 korongnak a 24? (Probaljuk megérteni a feladatot részletes rajz segitségével!)

000000000000 OO0OO00O00
000000000000 OO0OO00O00

-46 -



MATEMATIKA I.

Az kdnnyen belathatd, hogy 1 korong a 40-nek az £l része: 40 : 40 =1

O 0O O OO OO OO0 O o o )
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

24 korong
40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40
1é€sz 1ész rész 1ész 1ész 1ész rész rész rész rész rész rész
>i * 924 = E ;
O O 0O O 0O O o o o o o o 40 resz
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40
rész rész rész 1ész r1ész rész rész rész rész rész rész rész

1 korong — 4% rész

24 korong — Lowpg= 28
40 40

Térjiink vissza a feladatra!
Hanyad része 40-nek a 24? (Hanyszorosa 40-nek a 24?)

a. Azilyen kérdésre a valasz mindig egy olyan tort, amelynek a nevezdje a -nak, -nek ragos szam, a szamla-
16ja, pedig a kérdésben szerepld masik szam:

Vagyis £ része 40-nek a 24. (Egyszerisités utan: g része 40-nek a 24.)

) 3 3 .
b. Felhasznaljuk, hogy 40-nek a — része és —-Szerese ugyanannyi.

Oldjuk meg a feladatot egyenlettel! A kovetkezd kérdésre keressiik a valaszt:
Hanyszorosa 40-nek a 247?
A kovetkez0 szorzatot hasznaljuk fel a megoldashoz: 40-nek valahanyszorosa a 24

A keresett szamot jeloljiik x —szel.

40*x =24 Il: 40
24 3
X= — =—
40 5

40-nek a % része 24.
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108. A szazalékszamitasban szereplé mennyiségek.
A szazalékszamitds olyan tortrész szamitas, ahol mindig szdzadrészt szamolunk.

Egy mennyiség ﬁ része egyenld a 7 szazalékaval,
—— része egyenld a 19 szazalékaval,
100

150—0 része egyenld az 52 szazalékaval.

A szazalék jele: %

300-nak a 15 %-a a 45.

I

szazalékalap szazaléklab szazalékérték

A széazalékszamitasnal szereplé mennyiségek:

Szazalékérték (jele legyen: szé).

Szazalékalap (jele legyen: a) Szévegben a -nak, -nek rag toldhato utana. Mindig a 100 %-hoz tartozo érték.
Szazaléklab (jele legyen :szl) A4 % jelrdl ismerhetd fel.

109. Tortrész megadasa szazalék alakban.

Minden tortrész megadhatd % alakban. A szamlalot elosztjuk a nevezovel, a kapott hanyadost szorozzuk
100-zal.

Egy mennyiség

%része (3 :4)*100=0,25 *100 egyenld a 25 %-aval.

Egy mennyiség
13 , . .
50 része (13 : 20) * 100= 0,65 *100 egyenld a 65 %-aval.
Egy mennyiség
%része (2 :7)*100=0,2857 *100 kozelitdleg egyenld a 28,6 %-aval.

Egy mennyiség

0,378 része 0,378 * 100 egyenld a 37,8 %-aval.
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110. A szazalékérték kiszamitasa

Mennyi 300-nak a 15%-a? (Mennyi 300-nak a % része?)
a. (300:100)*15 =45

b.
Képlet:
sza =300 , _a*szl
szl =15 Sz€ = 100
szé& =7
, _ 300*15
szé =
100
szée =45
C.
Kovetkeztetés:
100 % — 300
1% —300:100=3
15% —3*15=45
d.

15 , ..
A tOrtrész szamolasnal tanultakat alkalmazzuk. 300-nak a —— -szorosat keressuk.

300*£: 5

100
Tizedes tort alakban egyszeriibb:
300 * 0,15 =45

300-nak a 15 %-a .

111. A szazalékalap Kiszamitasa

Mennyinek a 15 %-a a 45? (Mennyinek a E-része a45?)
a. (45:15) *100 =300

b.
Képlet:
sza =X ,_ a*szl
szl =15 Sz€ = 100
szé =45 .
45 = X*15
100
45 = 0,15x /0,15
300 =x
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- Kovetkeztetés:
15 % — 45
1% —45:15=3
; 100 % — 3 * 100 = 300

: 15 Cagen
A tortrész szamolasnal tanultakat alkalmazzuk: Melyik szdm ——- szorosa a 45? A keresett szamot jeloljiik

x-szel!

x* 22 45
100
Tizedes tort alakban egyszeriibb.
X*0,15=45 /10,15

=30

X
o

800-nak a 15 %-a 45.

112. A szazaléklab Kiszamitasa

Hany %-a 300-nak a 45? (Hdny szdzadrésze 300-nak a 457?)

a. Adjuk meg a tortrészt, majd valtsuk at %-ral % =45:300=0,15 0,15*100 = 15%
b.
Képlet:
sza =300 , _ a*szl
szl =x sze = 100
szé =45 .
45 = 300* x
100
45 = 3x /l:3
15=x
C.

A tortrészt szamolasnal tanultakat alkalmazzuk: Hany szazadszorosa a 300-nak a 45?

300* = 45
100

3x=45 /'3

ol

x=1

300-nak a -a 4b5.
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113. Az arany fogalma.

Két szam aranya nem mas, mint két szam hanyadosa.

a
a:b= B

. , , a
Az aés b szam aranya —.
b

Két szam ardnya megmutatja, hogy az elsé szam hanyszorosa a méasodiknak.

Az osztas tulajdonsagabol kovetkezik, hogy az arany ,,bovithetd” és ,,egyszeriisithetd”.
A 10 : 5 arany egyenld a 30 : 15 és a2 : 1 arannyal.

6:3=2

A 6 és 3 aranya 2. (Ez az arany megmutatja, hogy a 6 kétszerese a 3-nak.)

\I
ol
I
o~

A 7 €s 5 aranya Z
5
(Ez az arany megmutatja, hogy a 7, %- szerese az 5-nek.)

114. Aranypar

Ha két aranyt egyenldségjellel 6sszekapcsolunk, aranypart kapunk.
beltagok

a:b=c:d

X

kiiltagok

Az aranypér beltagjainak szorzata egyenlé a kiiltagok szorzataval: b * c=a * d

Az ,aranyparos” feladatoknal harom tag ismeretében a kiiltagok és beltagok kozotti 6sszefiiggés felhasznala-
saval szamitjuk ki az ismeretlen negyedik tagot.

Két szam ardnya 5 : 30. A nagyobb szam a 150, melyik a kisebb?
A keresett szamot jeloljiik x-szel. Az aranybdl latszik, hogy a kisebb szdm van eldl.

frjuk fel az aranypart! ~ x:150=5: 30
Hasznaljuk fel, hogy ,,Az aranypdr beltagjainak szorzata egyenld a kiiltagok szorzataval”.
30*x=150*5

30x =750

o1

X=2

A kisebb szam a 25.
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115. Aranyos osztas (Mintapélda)

1. Osszunk fel 4000 Ft-ot Anna, Béla, Cecil és Dénes kdzott 2 : 6 : 7 : 5 aranyban! Héany forintot kap-
nak az egyes gyerekek?

Négy gyerek kozt kell felosztani a pénzt, de nem egyenld aranyban. Tegyiik fel, hogy a pénzt boritékokban
kapjak. Minden boritékban ugyanannyi pénz van. Az ilyen feladatoknal iligyeljlink a sorrendre! A felsorolas-
ban Anna van el6l, 6vé a 2 boriték, Béla koveti, 6 boritékkal. Cecil 7 boritékot, a sorban utolsé Dénes 5 bori-
tékot kap. Az egy boritékban levé pénzt jeloljiik x-szel.

Anna Béla Cecil Dénes

] [x] o B
Pénze: 2X 6X X S5X
Mivel rajtuk kiviil mas nem kapott a pénzbdl, igaz a kdvetkezo:
2X + 6x + 7x + 5x = 4000
20x = 4000
X =200

Egy boritékban ezek szerint 200 Ft van.
Anna 400, Béla 1200, Cecil 1400, Dénes 1000 Ft-ot kapott.
Ellendrzés: 400 + 1200 + 1400 + 1000 = 4000
2. Edit, Feri és Gabor életkoranak ardnya 5 : 7 : 4. Feri 28 éves. Hany évesek a tobbiek?
(Edit életkorat 5, Feriét 7, Gaborét 4 részre osztottuk. Minden rész egyenld. Egy rész értéke legyen x.)

E F G
Eletkoruk: 5x 7X 4x
7x =28
X=4

Edit 20. Gabor 16 éves.

116. Az egyenes aranyossag fogalma, kapcsolat két egyenesen aranyos mennyiség éssze-
tartozo értékei kozott.

Két mennyiség kozott lehet olyan szoros kapcsolat, hogy az egyik mennyiség valtozasa egyértelmiien
maga utan vonja a hozza tartoz6 masik mennyiség valtozasat.
Ilyen er6s kapcsolatokrol lesz sz6 az alabbiakban.

Egyenes aranyossag:
Az Gsszetartozo értékparok kozott egyenes aranyossag van,

— ha az egyik mennyiség valahanyszorosara nd, akkor a masik mennyiség is
ugyanannyiszorosara né

vagy

— ha az egyik mennyiség valahanyad részére csokken, akkor a masik
mennyiség is ugyanannyiad részére csokken.
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Egyenes aranyossag van példaul a kenyér ara és tomege kozott.

2 *8 112 *30
~~ S Sw Sw

Ar (Ft) 150 75 600 50 1500 0
Tomeg 1
(kg) 1 0L5 4 g 10 0
N~ T~ A~ A~ T
2 *8 12 *30

| Ar:tomeg | 150 | 150 | 150 | 150 | 150 | — |

A tablazatbol lathato, hogy az utolsé oszlop kivételével az ar és tomeg aranya megegyezik. Ez altalanosan is
igaz.

Az egyenes aranyossagban a két valtozo mennyiség 0-t6l kiilonb6z6 dsszetartozo értékeinek aranya (ha-
nyadosa) allando.

117. Egvenes aranyossag (Mintapélda, 3-féle megoldassal)
Ha 6 kg alma ara 480 Ft, mennyit kell fizetniink 7 kg ugyanilyen almaért?
a. Kovetkeztetéssel:

6 kg 480 Ft
1 kg 480:6 = 80 Ft
7kg 80 * 7 = 560 Ft

7 kg alma 560 Ft.

b. Felhasznalva, hogy ..Az egyenes ardnyossagban a két valtozd mennyiség 0-t6l
kiillonboz06 Gsszetartozd értékeinek aranya (hanyadosa) allando.”

6 kg 480 Ft
7 kg X Ft
x_ 480
7 6
X = 560

7 kg alma 560 Ft.

c. Keresztbe szorzassal:

6 kg 480 Ft

<

7 kg X Ft

6*x=480*7
6x = 3360
X =560

7 kg alma 560 Ft.
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118. A forditott aranyossag fogalma, kapcsolat két forditottan aranyos mennyiség ossze-
tartozo értékei kozott.

Forditott aranyossag: Az Osszetartozo értékparok kozott forditott aranyossag van,
— ha az egyik mennyiség valahanyszorosara nd, akkor a masik mennyiség
ugyanannyiad részére csokken.
vagy
— ha az egyik mennyiség valahanyad részére csokken, akkor a masik
mennyiség ugyanannyiszorosara no.

Forditott aranyossag van példaul a kert dsasahoz sziikséges ido és a munkasok szama kozott. Feltessziik,
hogy mindenki egyforman dolgozik.

2 6 *3 5
/—V—W—\
Id6 (6ra) 60 30 5 15 3 0
Munkasok
szama 1 2 12 4 20 0
(f6)
\MM
*2 *6 3 *5
[ ldé*msz. [ 60 [ 60 | 60 [ 60 | 60 | 0O ]

A tablazatbol lathato, hogy az utolsé oszlop kivételével az id6 €s a munkasok szamanak szorzata megegye-
zik. Ez altalanosan is igaz.

Forditott ardnyossagban a két valtozo mennyiség 0-t61 kiilonbozd dsszetartozo értékeinek szorzata allando.

119. Forditott aranyossag (Mintapélda, 2-féle megoldassal)
Két varos kozott az utat 60 km/h sebességgel haladva 7 ora alatt teszi meg az autd. Mennyi ideig tart
az ut, ha 80 km/h sebességgel halad?

a. Kovetkeztetéssel:
60 km/h 7h
10 km/h 42 h
80 km/h 525h

80 km/h sebességgel az it 5 és negyed 6rdig tart.

b. Felhasznalva, hogy ..Forditott ardnyossagban a két valtozd mennyiség 0-t61
kiilonboz06 Osszetartozd értékeinek szorzata allando.”

60 km/h 7h
80 km/h x h
80*x=60*7
80 x =420
X=525

80 km/h sebességgel az it 5 és egynegyed 6rdig tart.
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120. Derékszogii koordinata-rendszer.

A derékszogl koordinata-rendszert két, egymasra meréleges szamegyenes alkotja. Az egyeneseket koordi-
natatengelyeknek, metszéspontjukat kezddpontnak, origénak nevezziik. Az origohoz mindkét szamegyene-
sen a 0-t rendeljiik hozza. A ,,vizszintes” tengely az X (abszcissza) tengely, a ,,fliggbleges” az y (ordinata)
tengely.

Az x tengelyen a szamok jobbra, az y tengelyen felfel¢ novekednek.

A koordinata-rendszer segitségével a sik barmely P pontjanak a helyzete két jelzészam (koordinata) segitsé-
gével egyértelmiien meghatarozhat6. A pont helyzetét a két tengelytdl mért eldjeles tavolsagaval hatarozzuk
meg. A pontnak a tengelyektdl mért eldjeles tdvolsagai a pont koordinatai (jelz0szamai). Az eldjelek a
szamegyenesek segitségével adhatok meg.

A jelzészamokat, a pont neve utan zarojelben adjuk meg: P(X;y)

A koordinata-rendszer a sikot négy siknegyedre osztja. A negyedeket romai szdmmal jeloljiik.

A

. y I

L 4

+
I
¢+
]
1
1
~2
wy)

+
w

Ak """ ---- 71

= -

<
p

1
o1
1
'b(il——————
1
w4>
1

@)

I, V.

Amig ismerkedsz a koordinata-rendszerrel, a pontok jelzészamainak meghatarozasanal érdemes a kovetke-
z6képpen eljarnod: Az origobol indulva el kell jutnunk a kivalasztott pontba ugy, hogy csak a tengelyekkel
parhuzamosan haladhatunk, ¢és az indulas utan csak egyszer valthatunk iranyt. Van még egy nagyon fontos
szabaly: el0szor mindig az x tengellyel parhuzamosan kell elindulni.

Hatarozzuk meg az abran megjeldlt pontok jelzoszdmait! A 1épések iranya és szdma adja a koordinata
elgjelét és értékét.
P(x;y)

elsd jelz6szam masodik jelzdszam.

Indulas az origobol!!!
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A pont:

B pont:

C pont:

D pont:

E pont:

F pont:

MATEMATIKA I.

. X-tengellyel parhuzamosan:

. y-tengellyel parhuzamosan:

. X-tengellyel parhuzamosan:

. y-tengellyel parhuzamosan:

. X-tengellyel parhuzamosan:

. y-tengellyel parhuzamosan:

. X-tengellyel parhuzamosan:

. y-tengellyel parhuzamosan:

. X-tengellyel parhuzamosan:

. y-tengellyel parhuzamosan:

. X-tengellyel parhuzamosan:

. y-tengellyel parhuzamosan:

negativ iranyba (balra) 4 1€pés
Innen tovabb:
pozitiv iranyba (fel) 2 1épés

A(-4;+2)

pozitiv iranyba (jobbra) 1 1épés
Innen tovabb:
pozitiv iranyba (fel) 4 1épés

B(+1;+4)

negativ iranyba (balra) 2 1épés
Innen tovabb:
negativ iranyba (le) 2 1épés

C(-2;-2)

pozitiv irdnyba (jobbra) 2 1épés
Innen tovabb:
negativ iranyba (le) 3 1épés

D(+2;-3)

pozitiv irdnyba (jobbra) 5 1épés
Innen tovéabb:
0 lépés

E(+5:0)

0 Iépés
Innen tovabb:
negativ iranyba (le) 4 1épés
F(0;-4)
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121. A hatvanyban szereplé Kifejezések elnevezése, a" fogalma.

Azonos szorzotényezOk esetén a szorzat folirhatod rovidebb alakban, igynevezett hatvany alakban.
Példa: 5*5*5*5*5=5% (Qlvasd igy: Ot a negyediken.)
3*3*3*3*3*3*3*3=3% (Qlvasd igy: Harom a nyolcadikon.)

7*7T*7=7 (Olvasd igy: Hét a harmadikon, vagy hét a kobon.)
6*6 =6 (Olvasd igy: Hat a masodikon, vagy hat a négyzeten.)

A hatvanyban szerepl0 kifejezések elnevezése:

Hatvanykitevo (Megadja a tényezdk szamat.)

0

d — hatvanyérték

Hatvanyalap (Az ismétl6do tényezd.)

n darab tényezd
(n természetes szam)

a’ olyan n tényez6s szorzat, amelynek minden szorz6tényezdje a.

122. A hatvanyérték kiszamitasa, a hatvinyozas nevezetes azonossagai.

A hatvanyérték kiszamitasa: a hatvanyt felirjuk szorzatként, és elvégezziik a szorzast.

2°=2%2*%2%2%2=32
3*=3*3*3*3=81

53 = 5 *5 *5 = 125

Néhany nevezetes azonossag:

al=a

1"=1
0"=0 (=0
=1 (a=0)

Barmely 0-tol kiilonb6z6 szam nulladik hatvanya 1.

0° = nem értelmezziik
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a®=1 Jogos a kérdés: Miért? Nézziink két konkrét példat!

2*=16 3*=81
2°=8 3P =27
2°=4 3¥=9
2'=2 3'=3

Vegyiik észre:

ha a kitevot eggyel csokkentjiik,

a hatvanyérték mindig az el6z6 a hatvanyérték mindig az eléz6
felére

harmadara
valtozik.

Csokkentsiik ismét eggyel a kitevot, és tartsuk magunkat az elobb felismert szabalyhoz!
2°=2:2=1 3¥=3:3=1

Hasonloan belathato barmely pozitiv egész alap esetén.

Minden mds esetben: pl. (-32,562)° = 1, pedig egyeldre higgyiik el!
123. Negativ alapu hatvany értéke.

Negativ alapu hatvany értéke:

pozitiv, ha a kitevdje paros. (Paros szamui negativ tényez6 a szorzatban.)

negativ, ha a kitevgje paratlan. (Paratlan szdmu negativ tényez6 a szorzatban.)
A negativ hatvanyalapot mindig zaréjelbe kell tenni! (-5)°; (-3)’

(-3) = negativ, mert paratlan szami negativ tényez6 van a szorzatban.

(-7)* = pozitiv, mert paros szami negativ tényez3 van a szorzatban.
Figyelem!!
-2° nem azonos a (-2)° —nel, bar az értékiik egyenlé:
=P =1 *2%2%2%2%2=.32  (-2)°=(-2) * (-2) * (-2) * (-2) * (-2)= -32
2% &s (-2)* —nél, (paros kitevé esetén) mar szamolasi hibat okoz, ha osszekeverjiik a kettét.
20=1% 20 =1 *2*2%2%2 =16 (-2)*=(-2) * (-2) * (-2) * (-2) = 16

124. Hatvany alaku kifejezések 6sszeadasa, kivonasa.

Osszeadni és kivonni, csak olyan hatvany alaku kifejezéseket tudunk, amelyeknek az alapja és a kitevéje is
megegyezik.

7*2°-4%2°=3%2°

5*4"+6*4"=11*4

9*3°_5x30=4*3°
4% 7+ 72 =5*7°
3*5°+ 2 * 3" = nem Gsszeadhaté hatvany alakban
7 * 43— 2 * 52 = nem kivonhato hatvany alakban

5* 3%+ 2 * 3" = nem 6sszeadhaté hatvany alakban
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125. Azonos alapu hatvanvok szorzasa.

nmabeN, bz0

Azonos alapu hatvanyok szorzasakor a kozos alapot a kitevok 0sszegére emeljik.

.
a" * aM=a*a*a*a*a*. . . *a * a*a*a* *a=a""

\ J \ J
Y Y

ndb + m db

65* 6° = 6°
5% * 5% = 5°

xR =T

34*32*35:311

126. Azonos kitevoji hatvanvok szorzasa.

Azonos kitevjii hatvanyok szorzasakor az alapok szorzatét a kozos kitevore emeljiik.

a" * b" =a*a*a*.... *a * b*b*... *b = (a*b)*(a*b)*(a*b)...(a*b) = (a*b)"

\ )\ AN )
Y Y Y
n db ndb ndb

2°* 5% = (2*5)° = 10° = 1000000000

6 * 23 = (6*2)° = 123
54 * 3% = (5*3)* = 15
72 % 22 % 3% = (7*2*3) = 42°
5% 95 % a5 /%9 %2\D — 5
45 % 5% 35 =(4%2*3)° = 24

127. Szorzat hatvanvozasa.

Szorzat hatvanyozasa: Szorzatot ugy is hatvanyozhatunk, hogy a tényezdket kiilon-kiilon az adott kitevore

emeljiik, majd a hatvanyokat 6sszeszorozzuk. (Szorzatot tényezdnként is hatvanyozhatunk.)

(a*b)"= (a*b)*(a*b)*(a*b)...(a*b) = a*a*a*....*a * b*b* .. *p=a" * p"
N o\ )\ )
N Y Y

ndb ndb ndb

(7*5)° = 7° * 5°
(6%2%3)? = 62 * 22 * 32
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128. Azonos alapu hatvanyvok osztasa.

Azonos alapu hatvanyok osztasakor a k6zos alapot a kitevok kiilonbségére emeljiik.

n/@

a db N

m, n—m db

m db
o 3° 8%33*3*3 .
3 gegeg o 3
T _PERRTITRIRTRTRTT oy
7t _7EFeTET R
510_ )
=

129. Azonos Kitevoji hatvanyok osztasa.

Azonos Kitevgji hatvanyok osztasakor az alapok hanyadosat a k6zos kitevore emeljiik.

' ndb Y
e O RN E)
b" b*b*b*b*..*b \b) \b) {b) 7 (b) (b

N )~ — _

wdb n db

Példa:
6 6 5 18 18 s 14 14
3% 3 6° 6 53 5

130. Tort (hanyados) hatvanyozasa.

Tort (hanyados) hatvanyozasa: Tortet (hdnyadost) Gigy is hatvanyozhatunk, hogy a szamlalot €s a nevezot
(osztandot €s 0sztdt) is az adott kitevOre emeljiik. p nﬁb N
SR O ey
b b b b) ~ \b) b*b*b*..*b b"
— /- J
Y '
n db n db
2\ 2¢
= == 2:3)'=2%:3
(EJS_E 5:7)°=5:7°
7 7°
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131. Hatvany hatvanyozasa.

Hatvanyt agy is hatvanyozhatunk, hogy az alapot a kitevOk szorzatara emeljiik.

db db db
4 nA N i A ) 4 i A )
(a")" =a"*a" *a" *..*a" =(a*a*..*a)*(a*a*..*a)*. . (a*a*..*a)=a""
~ ~— — S —~— —
m db m db
m: (32 =3v (5] =5° (74) =72 @) =8

132. Negativ egész kitevoju hatvany értéke.

Negativ egész Kkitevijii hatvany értékét megkapjuk, ha az alap reciprok értékét, a kitevo ellentettjére emel-

o -2

Jogos a kérdés: Miért?

Nézziik a kovetkezo két esetet!

24=16 3*=81
2= g 3 =27
2°=4 3=9
2l=2 3?'=3

Vegyiik észre:
ha a kitevdt eggyel csokkentjiik,
a hatvanyérték mindig az el6z6

harmadara

a hatvanyérték mindig az el6z6
felére

valtozik!

Csokkentsiik ismét eggyel a kitevot, és tartsuk magunkat az elébb felismert szabalyhoz!

2°=2:2=1 3¥=3:3=1
Ne alljunk meg! Csokkentsiik ismét a kitevdt, és tartsuk magunkat tovabbra is elobb mar felhasznalt szabaly-
hoz!
1 1
2i=12=1_(1 g1=1_(1
2 \2 3 \3
1., 1 1 (1Y 1.1 1 (1Y)
22=— 2:—:—:(—) 32:— 3:—:—:(—)
2 4 2% \2 3 9 3* (3
3 3
23—1 z_l_i_[lj 3'3—l 3_i_i_(lJ
4 8 2° (2 9 27 3 (3

Hasonloan belathato barmely pozitiv egész alap esetén.
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133. A szamok normalalakija.

A normalalak olyan kéttényezds szorzat, amelyben az elsé tényezd abszolut értéke nem kisebb, mint 1, de
10-nél kisebb; a masodik tényezd, pedig 10-nek egész kitevds hatvanya.
A nulla kivételével minden szam egyértelmiien felirhatdo normalalakban.
A normal alakban irt szam értéke nem valtozik, csak az alakja.

L

A 10-zel, 100-zal, 1000-rel, ... sth. valé osztds, az % =10"-nel, ﬁ =10-nal, 5= 10°-nal...stb.

valo szorzdssal azonos.
Pl.:

548,7 : 10 = 548,7 * % =548,7* 10" =54,87

L

3725:100 = 3725 : 10° = 3725 * 100 =3725*102=37,25

1

273600 : 1000 = 273600 : 10° = 273600 * 1000 = 273600 * 107 = 273,6

Az L : L ;i : 10; 100; 1000... egész kitevés hatvany alakjaval 107-nel; 10%-nal, 10°-nal, 10-
10 100 1000
zel, 10%-nal, 10°-nal... valo szorzasnal a kitevé mutatja meg, hogy a tizedesvessz6t hany helyi értékkel kell
elmozditanunk, a kitevd eldjele, pedig az elmozdulés irdnyat adja meg.
Pozitiv kitevo esetén jobbra, negativ kitevd esetén balra vissziik a tizedesvesszot.

3749,35 * 10 = 3,74935
0,2651 * 10° = 26,51
8261,3 * 102 = 82,613

725000 * 10 = 7,25
27820 * 10 =2,782

134. Szam folirasa normalalakban

Szam foélirasa normalalakban:

1. LEPES: A tizedes vessz6t mozgassuk el gy, hogy a kapott szam abszolut
érteke 1 €s 10 kozé essen! (4 szam értéke megvaltozik!!)

2. LEPES: Az imént kapott szamot szorozzuk meg 10-nek azzal az egész
kitevds hatvanyaval, amely a szorzas elvégzése utan a
tizedesvesszOt visszajuttatnd az eredeti helyére!

(Ezzel a lépéssel) allitjuk vissza a szam eredeti értékét)
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1. LEPES:

2. LEPES

1. LEPES:

2. LEPES

1. LEPES:

2. LEPES

MATEMATIKAI.
54823 normalalakja = ?

1<5,4823<10
Négy helyi értékkel balra vittiik a tizedesvesszot.

10%-nel valo szorzas a vessz6t 4 helyi értékkel
jobbra mozgatja, azaz pontosan az vissza az eredeti helyére.

5,4823 * 10*

0,0000274 normalalakja = ?

) 1<2,74<10
Ot helyi értékkel jobbra vittiik a tizedesvesszot.

10-nel val6 szorzas a vessz6t 5 helyi értékkel
balra mozgatja, azaz pontosan az vissza az eredeti helyére.

2,74 *10°

-834000000000000000 normalalakja = ?

1< [-834] <10
17 helyi értekkel balra vittiik a tizedesvesszot.

10""-nel val6 szorzas a vessz6t 17 helyi értékkel
jobbra mozgatja, azaz pontosan az vissza az eredeti helyére.
-8,34 * 10"
0,00000000186 = 1,86 * 10°°
82600000 = 8,26 * 10’

0,00009453 = 9,453 * 10°

636800000 = 6,368 * 10°
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135. Az oszthatdsag fogalma. (2-féle) Az oszthatosag fogalmat a természetes szamok halmazan ér-
telmezzik.

1. Egy a szam oszthat6 egy b szammal, (a és b természetes szamok) ha a b szam egészszer és maradék nélkiil
megvan az a szamban. Ekkor a b szam osztdja az a szamnak, az a szam pedig tobbszorése a b szamnak.

a

12 oszthat6 3-mal, mert

12:3=4
0
A 3 osztdja a 12-nek, és a 12 tobbszordse a 3-nak.

28 oszthat6 4-gyel, mert
28:4=17

0
A 4 osztdja a 28-nak, és a 28 tobbszordse a 4-nek.

2. Egy a szam oszthat6 egy b szammal, (a és b természetes szamok, és b = 0) ha a
b*x=a

egyenlet megoldhato a természetes szdmok halmazan.

Vagyis, ha az
a
X= —
b
termeészetes szam.
|| 12 oszthato 3-mal, mert
3*x=12

egyenlet megoldasa:

X=4
természetes szam.

A 3 osztdja a 12-nek, és a 12 tobbszordse a 3-nak
B128 oszthato 4-gyel, mert

4*x=28
egyenlet megoldasa:
X=17

természetes szam.
A 4 osztdja a 28-nak, €s a 28 tobbszorose a 4-nek.

A 0 egyetlen szdmnak sem osztdja. ( A 0-val vald osztas értelmetlen.)
A 0 minden szamnak tobbszorose. (A 0-ban minden szam megvan maradék nélkiil, 0-szor.)
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136. Nem valodi oszto, valodi oszto

Nem valodi oszto: Egy szam nem valddi oszt6i az 1 és maga a szam.
Valodi oszto: A szam minden osztdja, a nem valddi osztok kivételével.
| | 12 nem valédi osztoi: 1; 12

12 val6di osztoi: 2; 3; 4; 6

B! 45 nem valddi osztoi: 1; 45
45 valodi osztoi: 3; 15; 5; 9

137. Primszam fogalma, dsszetett szam fogalma.

Primszam (t6rzsszam): Olyan szam, amelynek pontosan kett6 darab osztdja van: 1 €s
Onmaga.
A primszamnak nincs valodi osztdja.
Osszetett szam: Olyan szam, amelynek kettdnél tobb osztdja van.

Végtelen sok primszam van.
Végtelen sok 0sszetett szam van.
Az 1 nem primszam, és nem is dsszetett szam, hiszen csak egy darab osztdja van.
Az 0 nem primszam, €és nem is dsszetett szdm, nem osztdja dOnmagéanak.
A 2 az egyetlen paros primszam.

Primszamok: 2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; 19; ...

Osszetett szamok: 4; 6; 8; 10; 12; 14; 15; ...21;...27...

138. A szamelmélet alaptétele:

Minden Gsszetett szam - a sorrendtdl eltekintve — egyértelmiien folirhatd primszamok szorzataként.
(Ez a szam primtényez0s alakja.)

385=5*7*11
54=2*3*3*3= - < primhatvanytényezds alak

B Hatarozzuk meg 630 primtényezés alakjat a kovetkezOképpen!

630

A fliggbleges vonal jobb oldaldra mindig egy olyan primszam kertil, ami osztdja a baloldalon 1év6 szdmnak.
Az osztas elvégzése utan a hanyados a baloldalon 1évd szam ala keriil. A kovetkezd 1épésben ez lesz az osz-
tando. Az eljarast addig folytatjuk, amig a baloldalon 1-et kapunk. Ekkor a jobb oldali szamok szorzata a
szam primtényezds alakja.

630 2
31515
63]|7
913
313

1

630=2*3*3*5*7=2*32x5*7

A primtényezdket hagyomanyosan nem csokkend sorrendben szokas irni.

-65 -




MATEMATIKAI.
l Hatarozzuk meg 144 primtényez0s alakjat!

144
72
36
18

9
3
1

144 =2%2*2*Q*3*3*3= 4%33

WWNPNDNDN

139. Osszeg oszthatésaga.

Osszeg oszthatosaga: Osszegrdl az sszeadas elvégzése nélkiil is eldonthetd, hogy oszthaté-e egy szam-
mal. Osszeg akkor oszthatd egy szammal, ha a tagonként meghatarozott maradékok Osszege oszthato a
szammal.

| | A 18+35+73 0sszeg oszthato-e 7-tel?
Osszunk el minden tagot 7-tel maradékosan, és a 7-es maradékot irjuk a tag folé!

4 0 3
18 +35+ 73 Nézziik a maradékok Osszegét!

4+0+3=7
A maradékok 6sszege oszthato 7-tel, akkor az Gsszeg is oszthato 7-tel.

18+35+73=126 126 : 7 =18, és a maradék 0.

Bl A 34+45+93+2 &sszeg oszthato-e 9-cel?
Osszunk el minden tagot 9-cel maradékosan, és a 9-es maradékot irjuk a tag folé!

7 0 3 2
34+45+93+2 Nézziik a maradékok Osszegét!

7+0+3+2=12
A maradékok 0sszege nem oszthatd 9-cel, 9-cel osztva 3 maradékot ad.
fgy az 6sszeg sem oszthato 9-cel.
A34+45+93+2 0sszeg 9-cel osztva 3 maradékot ad

34+45+93+2 =174 174 :9 =19, és a maradék 3.

140. Szorzat oszthatosaga

Szorzat oszthatésaga: Szorzatrdl a szorzés elvégzése nélkiil is eldonthetd, hogy oszthato-e egy szammal.
Szorzat akkor oszthat6 egy szdmmal, ha felirhatd olyan alakban, hogy a szorzétényezok kozott szerepel a
szam.

l 28 * 55 * 24 szorzat oszthato-e 420-zel?
Irjuk fel minden szorzotényezd €s az osztd primtényezds alakjat!

420=2*2*3*5*7
ezeket a tényezoket kell megtalalnunk a szorzatban, hogy oszthato legyen 420-szal.

28*55*24:(.*I*I)*(I*11)*(2*2*2*.):(l*.*.*.*l)*2*2*2*11:
=420*2*2*2*11

A szorzat oszthato 420-szal.
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bl 28 * 55 * 24 szorzat oszthato-e 175-tel?
Irjuk fel minden szorzdtényezd és az osztd primtényezds alakjat!

175=5*5*7
ezeket a tényezoket kell megtalalnunk a szorzatban, hogy oszthato legyen 175-tel.

28*55*24=2*2*7)*(5*11)*(2*2*2*3)
A szorzatban az 5 csak egyszer fordul eld, mig a 175 primtényezds alakjaban kétszer. Tehat egy darab 5-
Ostlink hianyzik, vagyis a szorzat nem irhat6 fel olyan alakban, hogy a tényezok kozott szerepel a 175. A
szorzat nem oszthatd 175-tel.

141. Oszthatosagi szabalyok: 2, S, 10.

‘ Egy tizes szamrendszerbeli szam akkor oszthaté 2-vel, ha az utolsé szamjegye: 0; 2; 4, 6; 8.

A 2-vel oszthatd szdmok a paros szamok, a 2-vel nem oszthatd szdmok a paratlan szamok.

4763854 oszthat6 2-vel

64837625 nem oszthat6 2-vel
36275836 oszthato 2-vel

735001637 nem oszthat6 2-vel

Egy tizes szamrendszerbeli szam akkor oszthaté 5-tel, ha az utolsé szamjegye 0 vagy 5.

4763850 oszthaté 5-tel
64837625 oszthato 5-tel

36275836 nem oszthat6 5-tel

735001637 nem oszthat6 5-tel

‘ Egy tizes szamrendszerbeli szam akkor oszthat6 10-zel, ha az utolsé szamjegye 0.

142. Oszthatésagi szabalvok: 3, 9.

Egy tizes szamrendszerbeli szam akkor oszthato 3-mal, ha szamjegyeinek osszege oszthato 3-mal.

Il
57432012 oszthato 3-mal, mert szamjegyeinek 0sszege: 5+7+4+3+2+0+1+2 = 24 oszthat6 3-mal.

4583630 nem oszthatd 3-mal, mert szamjegyeinek Osszege: 4+5+8+3+6+3+0 = 29 nem oszthat6 3-mal. A
szam 3-mas maradéka 2, mert 29 harommal osztva 2-t ad maradékul.

Egy tizes szamrendszerbeli szam akkor oszthato 9-cel, ha szamjegyeinek 6sszege oszthato 9-cel.
103524111 oszthato 9-cel, mert szamjegyeinek osszege: 1+0+3+5+2+4+1+1+1 = 18 oszthatd 9-cel.

4070100169 nem oszthat6 9-cel, mert szamjegyeinek osszege: 4+0+7+0+1+0+0+1+6+9 = 28 nem oszthato
9-cel. A szam 9-es maradéka 1, mert 28 kilenccel osztva 1-t ad maradékul.

143. Oszthatosagi szabalyok: 4, 8, 25, 125.

Egy tizes szamrendszerbeli szam akkor oszthaté 4-gyel, ha két utols6 szamjegyébol allé szam oszthato
4-gyel.

57432012 oszthato 4-gyel, mert utolsé két szamjegyébdl allé szam, a 12 oszthato 4-gyel.

4583630 nem oszthatd 4-gyel, mert utols6 két szamjegyébdl alld szam, a 30 nem oszthatd 4-gyel. A szam 4-€s
maradéka 2, mert 30 néggyel osztva 2-t ad maradékul.
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599782036 oszthatd 4-gyel, mert utolso két szamjegyébdl alld szam, a 36 oszthato 4-gyel.

245808343 nem oszthato 4-gyel, mert utolséd két szamjegyébdl allo szam, a 43 nem oszthato 4-gyel. A szam
4-es maradéka 3, mert 43 néggyel osztva 3-t ad maradékul.

Egy tizes szamrendszerbeli szam akkor oszthaté 8-cal, ha harom utols6 szamjegyébdl allo szam osztha-
t6 8-cal.

57432032 oszthato 8-cal, mert utolsé harom szamjegyébdl allé szam, a 32 oszthato 8-cal.

45839403 nem oszthato 8-cal, mert utolsé harom szadmjegyébdl allo szam, a 403 nem oszthato 8-cal. A szam
8-as maradéka 3, mert 403 a 8-cal osztva 3-at ad maradékul.

Egy tizes szamrendszerbeli szam akkor oszthato 25-tel, ha két utols6 szamjegyébol allo szam oszthato
25-tel.
Egy tizes szamrendszerbeli szam akkor oszthaté 125-tel, ha harom utolso szamjegyébdl allo szam oszt-

haté 125-tel.

144. Oszthatosagi szabalyok: 11.

Egy tizes szamrendszerbeli szam akkor oszthat6 11-gyel, ha szamjegyeit valtakozo eléjellel 6sszeadva,
a kapott 6sszeg abszolut értéke oszthato 11-gyel.

432036 oszthato 11-gyel, mert (+4) + (-3) + (+2) + (-0) + (+3) + (-6) = 0 abszolut értéke oszthato 1-gyel.

90207040 oszthato 11-gyel, mert (-9) + (+0) + (-2) + (+0) + (-7) + (+0) + (-4) + (+0) = -22 abszolut értéke
oszthatd 11-gyel.

4970093 nem oszthat6 11-gyel, mert (+4) + (-9) + (+7) + (-0) + (+0) + (-9) + (+3) = -4 abszolut értéke
nem oszthat6 11-gyel.

(A nulla el6tti eldjelnek csak az a szerepe, hogy figyelemmel lehessen kdvetni az eldjelek valtakozasat.)

145.0szthatosagi szabalyok: 6, 12, 15, 18.

Egy tizes szamrendszerbeli szam akkor oszthat6 6-tal, ha oszthato 2-vel és 3-mal is.

IIER
278035410 oszthato 6-tal, mert oszthat6 2-vel, mert paros szam, és oszthato 3-mal
is mert szamjegyeinek Osszege 30 és ez oszthatd 3-mal.

"

3030906051  nem oszthato 6-tal, mert oszthatd ugyan 3-mal, mert szamjegyeinek
Osszege 27 és ez oszthatd 3-mal, de nem oszthatd 2-vel, mert paratlan
szam.

30000752 nem oszthaté 6-tal, mert oszthat6 ugyan 2-vel, mert paros szam, de nem
oszthato 3-mal, mert szamjegyeinek Osszege 17 és ez nem oszthato 3-
mal.

Egy tizes szamrendszerbeli szam akkor oszthato 12-vel, ha oszthat6 3-mal és 4-gyel is.
Egy tizes szamrendszerbeli szam akkor oszthato 15-tel, ha oszthat6 3-mal és 5-tel is.

Egy tizes szamrendszerbeli szam akkor oszthato 18-cal, ha oszthaté 2-vel és 9-cel is.
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146. Az osztok szamanak meghatarozasa

Egy szam osztéinak szamat megkapjuk, ha primhatvanytényezds alakjanak kitevoit 1-gyel megnovelve 6sz-

szeszorozzuk.

Hatarozzuk meg 60 osztdinak a szdmat!
frjuk fel a primhatvanytényezds alakjat!
60=2°*3*5=2?*3! *5!

A kitevok: 2;1; 1
Noveljiik mindegyiket 1-gyel, majd a kapott 6sszegeknek vegyiik a szorzatat!

+)*1L+1)*(1+1)=3*2*2=12
A 60-nak 12 darab oszt6ja van.
Hatdrozzuk meg 756 osztéinak a szamat!
frjuk fel a primhatvanytényezds alakjat!
756 =22 %3 *7=22%3x 7!

A kitevok: 2; 3; 1
Noveljiik mindegyiket 1-gyel, majd a kapott 6sszegeknek vegyiik a szorzatat!

2+1)*@B+1)*(1+1)=3*4*2=24
A 756-nak 24 darab osztoja van.
Hatarozzuk meg 49 osztoinak a szamat!
frjuk fel a primhatvanytényez6s alakjat!
49=7*7=7°
A Kitevo: 2
Noveljiik 1-gyel!
2+1)=3

A 49-nek 3 darab osztoja van.

147. Négyzetszam fogalma, jellemzoik.

Négyzetszamok:
Olyan természetes szamok, amelyek felirhatok a® alakban, ahol a egész szam.
(A négyzetszamok felirhatok két azonos egész szam szorzataként.)

Példak 1=1> 4=22 9=3* 16=47 25=5° 36 = 6°

Egy szam akkor, és csak akkor négyzetszam, ha paratlan szamu osztoja van.
A négyzetszamok primhatvanytényezds alakjdban minden kitevo paros szam.
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148. Osztok megkeresése osztoparos modszerrel.

Egy szdm oszt6i koziil azokat a parokat, amelyek szorzata egyenld a szammal, szokas ,,0sztoparnak” nevezni.
Az 1¢ésal2,a2ésab,a3ésadal?esetében osztoparok, mert
1*12=12; 2*6=12; 3*4=12.

Az osztoparos modszer 1ényege, hogy 1-t61 kezdve vizsgaljuk a szamokat, és ha talalunk osztot, akkor mind-
jart az osztoparjat is leirjuk.

Keressiik meg 54 osztoit!

54 oszt6i:l; 2; 3; 4; 6; 12

Az osztoparos modszernél az osztokat a legnagyobb olyan természetes szamig keressiik, amelynek négyzete
nem nagyobb, mint a vizsgalt szam.

& Ha a 895 osztoit keressiik, akkor a keresést 29-ig folytatjuk, mert a 29 a legnagyobb természetes szam
amelyre igaz, hogy a négyzete nem nagyobb, mint 895.

292 = 841 < 895 30% = 900 > 895

Ha a 2501 osztoit keressiik, akkor a keresést 50-ig folytatjuk, mert az 50 a legnagyobb természetes szam
amelyre igaz, hogy a négyzete nem nagyobb, mint 2501.

50% = 2500 < 2501 512 = 2601 > 2500

Keressiik meg 120 osztéit! A keresést 1-t61 10-ig folytatjuk, mert a 10 a legnagyobb természetes
szam amelyre igaz, hogy a négyzete nem nagyobb, mint 120.

120 osztoi: 1; 2; 3; @; §; 6; s; [l8; @2; 15; 20; @, 80; 40; 60; 120

Az azonos betlitipusok jelzik az osztoparokat.

149. Osztok megkeresése primhatvanytényezos alak segitségével.
il

Keressiik meg 54 osztoit!
1. 1épés: Irjuk fel 54 primtényezs alakjat!
54=2%3*%3%3=2%*3°
2. lépés: Hatarozzuk meg az osztdinak a szamat!
1+1)*(3+1)=8

3. 1épés: Alkalmazzuk a primtényezds alakra a szorzat oszthatosagarol tanultakat.
(Szorzat akkor oszthato egy szammal, ha felirhaté olyan alakban, hogy a
szorzotényezdk kozott szerepel a szam.) Nézziik, milyen osztokat tudunk
eléallitani ezekbdl a tényezokbol! Csoportositsuk az osztokat aszerint, hogy
hany primszam szorzataként irhatok fel.

Példaul a 9 a két tényez0s 0sztok csoportjaba tartozik, mert olyan osztdja az
54-nek, amely két primszam szorzataként irhat6 fel:
9=3*3.

-70 -



MATEMATIKAI.
Nulltényezds osztok: 1  (Az 1 nem irhato fel primszamok szorzataként, tehat

nulla darab primszam szorzatanak tekint;jiik.)
Egy tényezds osztok: 2; 3
Két tényez s osztok: (2*3)=6; (3*3)=9
Hdrom tényezds osztok: (2*3*3) = 18; (3*3*3) = 27
Négy tényezds osztok:  (2*3*3*3) =54

Ot tényezds osztot nem érdemes keresniink, hiszen az 54 primtényezds alakja 4 tényez6b6l all.

Szamoljuk 0ssze az osztokat, hogy mindet megtalaltuk-e. Ahogy még az elején kiszamoltuk, nyolc darab
osztonak kell lenni.

;

Keressiik meg 120 osztoit!
1. 1épés: frjuk fel 120 primtényezds alakijat!
120=2*2*2*3*5=23*3%5
2. 1épés: Hatarozzuk meg az osztdinak a szamat!
B3+1)*(1+1)*(1+1) =16

3. 1épés: Alkalmazzuk a primtényezds alakra a szorzat oszthatosagarol tanultakat.
(Szorzat akkor oszthato egy szammal, ha felirhato olyan alakban,
hogy a szorzotényezdk kozott szerepel a szdam.)
Nézziik, milyen osztokat tudunk eldéllitani ezekbdl a tényezdkbol!
Csoportositsuk az osztokat aszerint, hogy hany primszadm szorzataként

irhatok fel.

Példaul a 15 a két tényezds osztok csoportjaba tartozik, mert olyan
osztdja a 120-nak, amely két primszam szorzataként irhato fel: 15=3 * 5.

Nulltényezds osztok: 1 (Az 1 nem irhat6 fel primszamok szorzataként, tehat

nulla darab primszam szorzatanak tekintjik.)

Egy tényezds osztok: 2; 3; 5

Két tényezOs osztok: (2*2) = 4; (2*3) =6; (2*5) =10; (3*5) =15

Harom tényezds osztok: (2*2*2) = 8; (2*2*3) = 12; (2*2*5) = 20; (2*3*5) = 30
Négy tényez0s osztok: (2*%2*2*3) = 24; (2*2*2*5) = 40; (2*2*3*5) = 60;

Ot tényezds osztok: (2*2*2*3 *5) = 120

Hat tényezos osztot nem érdemes keresniink, hiszen a 120 primtényezos alakja 5 tényezobol all.
Szamoljuk Ossze az osztokat, hogy mindet megtalaltuk-e! Ahogy még az elején kiszamoltuk, tizenhat darab
osztonak kell lenni.
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150. Kozos osztd, legnagyobb kozos oszto fogalma, jele.

Kozos o0szto:
Két, vagy tobb szam k6zos 0sztdi azok a szamok, amelyek az adott szamok mindegyikének osztoi.

i
Keressiik meg a126 és a 210 kdzds o0sztoit osztoparos modszerrel!
126 osztéi: 1; 2; 3; 6; 7, 9; 14; 18; 21; 42; 63; 126
210 osztoi: 1; 2; 3; 5; 6; 7; 10; 14; 15; 21, 30; 35; 42; 70; 105; 210
Mindkét szamnak osztéiaz 1; 2; 3; 6; 7; 14; 21 és a 42 ezért

126 és 210 koz0s osztdi: 1:2:3:6:7;14;21: 42.

Legnagyobb kozos oszto:
Két vagy tobb szdm kozos 0sztoi koziil a legnagyobbat a szamok legnagyobb k6zds osztéjanak nevezziik.
Jelolése: (a; b) =
Olvasd igy! Az a és b szamok legnagyobb kozos osztoja.
A legnagyobb kdzos 0sztd tobbszordse az 0sszes kozos osztonak.

Legnagyobb kozos oszté meghatarozasa az osztoparos modszer segitségével:
B Keressiik meg a 126 és a 210 legnagyobb kozos osztojat!

(126; 210) = ?
126 osztdi: 1;2; 3;6;7:9; 14; 18; 21; 42; 63; 126
210 osztdi: 1; 2; 3; 5; 6; 7; 10; 14: 15; 21; 30; 35; 42; 70; 105; 210
126 és 210 k6z0s osztoi: 1; 2; 3; 6; 7; 14; 21; 42.
A koz06s osztok koziil a legnagyobb: 42.
(126; 210) = 42
l Keressiik meg a 126; 140 és a 210 legnagyobb kozos osztdjat!
(126; 140; 210) = ?
126 oszt6i: 1; 2; 3;6; 7;9; 14; 18; 21; 42; 63; 126
140 osztoi: 1; 2; 4: 5;7;10; 14; 20; 28; 35; 70; 140
210 osztdi: 1; 2;: 3: 5; 6; 7; 10; 14; 15; 21; 30; 35; 42; 70; 105; 210
126; 140 és 210 kozos osztoi: 1;2; 7, 14

A ko6z0s osztok koziil a legnagyobb: 14

(126; 140; 210) = 14
151. Legnagyobb kozos oszto megkeresése primtényezos felbontas segitségével.

Két, vagy tobb szam legnagyobb kdzos osztojat ugy is megkaphatjuk, hogy a primhatvanytényezds alakjuk-
ban szerepl6 kozos primtényezdket az eléforduld legkisebb hatvanykitevovel véve dsszeszorozzuk.
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l Keressiik meg a 630 és a 756 legnagyobb koz0s osztojat!

(630; 756) = ?
630=2*3*3*5%*7
756 =2*2*3*3*3*7
Hasznaljuk a primhatvanytényezds alakot!
630=2*32*5*7
756 =2 *33* 7

A koz0s primtényezok a 2; 3 és a 7. Keressiik meg ezek legkisebb kitevos eléforduldsat, €s vegyiik ezek
szorzatat!

630=2*32*5*7
756 =22 *3* 7

(630; 756) = 2*3°* 7 =126

2iK eressiik meg a 405; 630 és a 756 legnagyobb kozds osztojat!
(405; 630; 756) = ?
405=3*3*3*3*5
630=2*3*3*5*7
756=2*2*3*3*3*7
Hasznaljuk a primhatvanytényezds alakot!
405=3"*5
630=2*3**5*7
756 =22 % 3* 7
A koz0s primtényezo a 3. Keressiik meg a legkisebb kitevds elofordulasat.
405=3'*5
630=2*3**5*7
756 =22 * 3¥* 7

(405; 630; 756) =3°=9
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152. Relativ primszam.
[ ] Keressiik meg a 14 és 27 legnagyobb kdzos osztojat!

(14; 27) =
14 osztoi: 1;2;7; 14
27 osztoi: 1; 3;9; 27
(14;27)=1
Keressiik meg a 14, 25 és 27 legnagyobb kozo6s osztdjat!
(14, 25; 27) =
14 osztéi: 1;2;7; 14
25 osztoi: 1; 5; 25
27 osztoi: 1; 3;9; 27
(14;25;27)=1

Relativ primszamok:
Azokat a szdmokat, amelyek legnagyobb koz0s osztdja 1, relativ primszamoknak ( relativ primeknek) ne-
vezzik. Két szomszédos pozitiv egész szam mindig relativ prim.

153. Tobbszoros, kozos tobbszoros, legkisebb kozos tobbszoros fogalma, jele.

Tobbszoros: Egy szam tobbszorosét kapjuk, ha megszorozzuk egy természetes szammal.
Minden szamnak végtelen sok tobbszordse van.

Nézziik a 7 néhany tobbszordosét!

7*0=0

7*1=7
7*2=14
7%3=21
7*4=28
7*5=35

Ko6zo6s tobbszoros: Két, vagy tobb szdm k6zos tobbszordsei azok a szdmok, amelyek az adott szdmok min-
degyikének tobbszorosei. Barmely két, vagy tobb szamnak végtelen sok k6zos tobbszordse van.

Keressiik meg a 8 és a 20 néhany kozos tobbszorosét!

8 tobbszorosei: 0; 8; 16; 24; 32; 40; 48; 56; 64; 72; 80; 88; 96; 104; 112; 120; 128...

20 tobbszorosei: 0; 20; 40; 60; 80; 100; 120; 140 ...

Legkisebb kozos tobbszoros: Két vagy tobb szam pozitiv kdzos tobbszorosei koziil a legkisebbet a szamok
legkisebb kozos tobbszordsének nevezziik. A legkisebb kozos tobbszords osztdja minden kozos tobbszords-
nek.

Jelolése: [a; b] =
Olvasd igy! Az a és b szamok legkisebb kdzos tobbszorose.
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154. L_egkisebb kozos tobbszoros megkeresése primtényezos felbontas segitségével.
Keressiik meg a 8 a 20 és a 27 legkisebb kozos tobbszorosét!

8 tobbszorosei: 8; 16; 24; 32; 40; 48; 56; 64; 72; 80; 88; 96; 104; 112; 120; 128...
20 tobbszorosei: 20; 40; 60; 80; 100; 120; 140; 160; 180; 200; 220; 240; 260; 280; ...
27 tObbszorosel: 27; 54; 81; 108; 135; 162; 189; 216; 243; 270; 297; 324; 351...

El6bb utobb megtalalnank a legkisebb k6zos tobbszorost, mert ez célravezetd modszer, csak idénként — mint
most is — nagyon nehézkes.
Helyette:
Hivjuk segitségiil a primtényez0s alakot.
8=2*2%*2
20=2*2*5
27=3*3*3

[8; 20; 27] =2

A szam pozitiv tobbszordsét tgy kapjuk, hogy az adott szamot megszorozzuk egy pozitiv egész szammal.
A szam az eredeti primtényez0it a tobbszoroseiben is megtartja. (A pozitiv szammal torténd szorzas egyetlen
meglévd primtényezdt sem tiintet el.) A nyolcnak minden tobbszordsében lesz legalabb harom darab 2-tes
primtényezd. A legkisebb kozos tobbszordsben is. Tehat

[8;20:27]=2*%2*2 ...

Ahhoz, hogy ez a szam a 20-nak is tobbszorose legyen, tartalmaznia kell két 2-es és egy 5-0s primtényezot.
A 2-esekkel nincs gond, de az 5 még hidnyzik.
Potoljuk!

[8;20;27]=2%2%2 %5, .

Ez a szorzat a 8-nak ¢és a 20-nak mar kdzos tobbszorose. Ahhoz azonban, hogy a 27-nek is tobbszordse lehes-
sen, harom darab 3-as primtényezdt is tartalmaznia kell.

[8;20;27]=2*2*2*3*3*3*5=2°*3**5=1080

Ha a primtényezdk koziil akar egyet is elhagynank, akkor az a szorzat mar nem lenne tobbszordse valamelyik
szamnak a harom koziil. Igy ez valoban a legkisebb k6zds tobbszoros.

Legkisebb kozos tobbszoros megkeresése:
Két, vagy tobb szam legkisebb kdzds tobbszordsét ugy is megkaphatjuk, ha az 6sszes primtényezot, az eld-
fordulo legnagyobb hatvanykitevon 6sszeszorozzuk.

i [8; 20; 27] =

frjuk fel a szamok primhatvanytényezds alakjat!

g=2° 20=2°*5 27=3°
Keressiik meg minden primtényezdének a legnagyobb kitevds alakjat, és vegyiik ezek szorzatat!
8=2° 20=2°*5 27=3°
[8; 20; 27] = 2° *33*5 = 1080
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2 [336; 441; 800] =

frjuk fel a szamok primhatvanytényezds alakjat!

336=2"*3*7 441 =3°*T7° 800 = 2° * 5°
Keressiik meg minden primtényezonek a legnagyobb kitevds alakjat, és vegyiik ezek szorzatat!
336=2"*3*7
441 =3°*7°
800 = 2°* 5°

[336; 441; 800] =2° * 3%* 5% * 72 = 352800

155. Algebrai kifejezés fogalma

Algebrai kifejezés: Ha betlikre és szamokra a négy alapmiiveletet és a gyokvonast véges sokszor alkalmaz-
zuk, algebrai kifejezést kapunk.

4142
a+3b;  264d’;  15c—3d°+3c; abc + 3bd -5¢'d° :;,azg :
c

Az algebrai kifejezésekben az egymas mellé irt szam és betii, valamint két betii kozé szorzasjelet kell képzelni!

Pl.: 5ab + 3cd = 5*a*b + 3*c*d

156. Egytagu algebrai kifejezés, az egytagu algebrai kifejezés részei.

Egytagu algebrai kifejezés: Olyan algebrai kifejezés, amelyben nincs 6sszeadas, kivonas.

Példa:

3
3a%h*; 4,67bc; %; 6b”c
7 7d

Az egvtagu algebrai kifejezés részei:

egyiitthato —>5
A valtozo szamszorzoja.

Az 1 egyiitthatot nem , ,
irjule k. valtozo
Mindig betil.

157. Tobbtagu algebrai kifejezés

Tobbtagu algebrai kifejezés: Olyan algebrai kifejezés, amelyben van 6sszeadas, kivonas. Tobbtagu algebrai
kifejezést kapunk az egytaguak dsszeadasaval, kivonasaval

7a+3a%*  4,67b - 3c+5d; 29+7a;
C
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158. Egynemii algebrai kifejezés, kiilonnemii algebrai kifejezés

Egynemii algebrai kifejezés: Két egytagh algebrai kifejezés egynemd, ha legfeljebb egyiitthatdikban kiilon-
boznek.
Kiilonnemii algebrai kifejezés: Két egytagn algebrai kifejezés kiilonnem1i, ha valtozéikban, illetve azok

hatvanyaiban kiilonboznek.

Egynemiiek: 3a’h; -7a’b; 4,7a’b; ;azb

Kiilonnemiiek:  3a’b; 3ab; 5ab’; -2.9a%b®
5
Kiilonnemtiek: ~ 5bc’ 3xyz 4’ 32c
c

159. Algebrai egész, algebrai tort

Algebrai egész: Olyan egytagt algebrai kifejezés, amelyben nincs osztas (nincs tort alaku kifejezés), vagy ha
szerepel benne osztas, (tort alaku kifejezés) akkor az osztdban, (nevezOben) nincs valtozo.

. . 20 2. & .3 5. 3bd*
Példa: Algebrai egészek: 3a’h; -7a°d:5; 4 7ab; 7a b;

Algebrai tort: Az az egytagu algebrai kifejezés, amelynek a nevezdjében (osztéjaban) van valtozo.

5 342
Algebrai tortek: 3a%b : 2b; ﬂ; sz(j
a

160. Behelyettesitési érték

Behelyettesitési érték: Az algebrai kifejezés behelyettesitési értékét megkapjuk, ha a valtozok (betiik)
helyére egy adott halmazbol szdmokat irunk, és ezekkel elvégezziik a jelolt miiveleteket.

Szamitsuk ki a kovetkezd algebrai kifejezés behelyettesitési értékét!
a=3;, b=2 c=5; d=4

6a’+bc—7d=6*3% +2*5_7*4=54+10-28=36

161. Algebrai kifejezések 6sszevonasa

Osszeadni és kivonni csak egynemii algebrai kifejezéseket lehet. A miiveleteket az egyiitthatokkal végezziik.

3a+5a=8a Sbc—3bc=2bc  4ab’® +5b—2ab? = 2ab? +5ab
4a°b+7a’b=11a°b 5b?c’d —3b*c*d +3bd = 2b*c*d + 3bd

Ox’y*z-7x°y*z+2x%y*z = 4x’y*z
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162. Egytagu algebrai kifejezések szorzasa

Egytagu algebrai kifejezések szorzasakor el0szor az egyiitthatokat szorozzuk , majd a betiikkel (valtozok-
kal) végezziik el a szorzast, alkalmazva a hatvanyozas szabalyait. Azokat a betiiket (valtozokat), amik csak

egy szorzotényezOben szerepelnek, valtozatlanul leirjuk.

2a*3ab=6a’b  bc®*2abc=2ab’c® 2ab*3a**2ab=12a‘b’
4abd*7a%b?c® =28a°b3c3d 5b2c?d*3ac*de® =15ab*c®d?e®

2,5x3y*z*4x°z? *%xzyvz 5x"y°z%v

163. Tobbtagu algebrai kifejezés szorzasa egytaguval

Ha tobbtagu algebrai kifejezést szorzunk egytaguval a tobbtagu algebrai kifejezés minden tagjat szoroz-
zuk az egytagu kifejezéssel.

Példa:
AN
2b(3a+c) =6ab+2bc

A<

2a (3a°b+7a’)=6a*b+14a°

2ab” (5b* —3d + 2b) =10ab* — 6ab*d + 4ab°®

164. Tobbtagu algebrai kifejezés szorzasa tobbtaguval

Ha tobbtagu algebrai kifejezést szorzunk tobbtaguval, a szorzandé minden tagjat szorozzuk a szorzo

minden tagjaval, majd dsszevonunk.

Példa:
(2c+2b)(3b +¢) =6bc+ 2¢” +6b” + 2bc = 6b” + 2¢* +8bc

k'\//
TN
(3b-2a) (3a°b+7a°) =9a°b” + 21a’b-6a‘b—14a°
M

(2a +3b?)(5b2 —3d + 2b) =10ab? — 6ad + 4ab +15b* —9b2d + 6b°

A ——
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165. Két tag dsszegének a négyzete

Két tag 6sszegének a négyzete mindig harom tagot ad: az els6 tag négyzete + az elsd és masodik tag szorza-

tanak a kétszerese + a masodik tag négyzete:

(a+b)* =(a+b)(a+b)=a’+ab+ab+b* =a* +2ab+b?

Példa: (2a+3b)? =4a® +12ab+9b?

(bc? +2abc)? =b®c* +4ab’c® +4a’b®c?

166. Két tag kiilonbségének a négyzete

Két tag kiilonbségének a négyzete mindig harom tagot ad: az els6 tag négyzete — az elsé és masodik tag

szorzatanak a kétszerese + a masodik tag négyzete:

(a—b)* =(a—b)(a—b)=a’—ab—ab+b*=a*—2ab+Db?

Példa: (2a—3b)? =4a’® —12ab +9b®

(bc? —2abc)? =b%c* —4ab®c® +4a’bc?

167. Ugvanazon két tag osszegének és kiilonbségének a szorzata

Ugyanazon két tag osszegének és kiillonbségének a szorzata mindig két tagot ad: az els6 tag négyzete —a

masodik tag négyzete:

(a+b)(a—b)=a*—ab+ab—b*=a* -b?

Példa: (2a—3b)(2a+3b) =4a® —9b®

(bc? + 2abc)(be? — 2abc) = b*c* —4a®bc?

168. Kiemelés
OSSZEG FELIRASA SZORZAT ALAKBAN
A*3 +4%4 + 4%2 —4*7=8 ' —— 4*(3+4+2-7)=8
— _
—~— — _
——
Osszeg Szorzat
(A miiveleti sorrend szerint az utolsé (A miiveleti sorrend szerint az utolso
miivelet 6sszeadas vagy kivonas.) milvelet szorzas.)
52 + 2*5%3 + 3% = 64 : —— (5+3)*(5+3) =64
— _
—~— — _
——
Osszeg Szorzat
(A miiveleti sorrend szerint az utolsd (A miiveleti sorrend szerint az utolso
miivelet 6sszeadas vagy kivonas.) milvelet szorzas.)

Kiemelés: Az 6sszeg minden tagjaban el6fordulo tényezdket ,,kiemeljiik™ a zarodjel elé, majd ezekkel a té-
nyezokkel az eredeti kifejezés minden tagjat elosztjuk. A zardjelbe a hdnyadosok dsszege kertil.
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3a+5ab—2ab? =a(3+5b—2b?)
15a°b*c—10abc® —20a’b*c =5abc(3a’b—2c—4ab)

Az 0sszeg a nevezetes azonossagok segitségével is felirhato szorzat alakban.

9a2 —25b =(3a)? —(5b)? = (3a—5h)(3a +5b)
Vegyiik észre, hogy a bal oldalon 1év6 kéttagt 6sszeg két, négyzet alakra hozhato kifejezés kiilonbsége!
16a°b* —36¢° = (4ab?)* —(6¢®)? = (4ab* +6¢°)(4ab”* —6¢c°)

Vegyiik észre, hogy a bal oldalon 1év6 kéttagh 0sszeg két, négyzet alakra hozhat6 kifejezés kiillonbsége!
4a” +9b” +12ab = (2a)* + (3b)* +12ab = (2a + 3b)?

Vegyiik észre, hogy a bal oldalon 1év6 haromtagt 0sszeg két tagja négyzet alakra hozhat6 kifejezés, a har-
madik tagban, pedig nem szerepel az el6bbi kettoben 1évoktdl eltérd valtozo! Ilyenkor érdemes probalkozni

két tag Osszegének, illetve két tag kiilonbségének a négyzetével.
25a* —10a°d® +d* = (5a°)* —10a*d® +(d°)* = (5a* —d®)?

Vegyiik észre, hogy a bal oldalon 1év6 haromtagt 0sszeg két tagja négyzet alakra hozhat6 kifejezés, a har-
madik tagban, pedig nem szerepel az el6bbi kettében 1évoktol eltérd valtozo! Ilyenkor érdemes probalkozni

két tag Osszegének, illetve két tag kiilonbségének a négyzetével.

169. Halmaz, halmaz eleme

Halmaz: alapfogalom
Jelentése koriilirva: csoport, dolgok Gsszessége
Elnevezése: abécé nagybetlivel

A halmaz eleme: alapfogalom
Jelentése koriilirva: a halmazba tartozo6 dolog
A halmaz elemeinek elnevezése: abécé kisbetliivel

Az elem halmazba tartozasanak jelolése: b e D,
b eleme a D halmaznak
ceB

¢ eleme a B halmaznak
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170. A halmaz megadasa, mikor egyenlé két halmaz?

A halmaz megadhato:
1. Osszes elemének felsorolasaval: Olvasd: Az A halmaz legyen egyen-
e

A:={2;4,6;8}

B:= {hétfo, kedd, szerda, csiitortok, péntek, szombat, vasarnap}

2. Olyan tulajdonsdg megadasaval: amely a halmaz minden elemére jellemz6, és csak a halmaz ele-

meire jellemzo.

C:= {Az Gsszes, 8-nal nem nagyobb pozitiv paros szam.}
(Ugyanez jelekkel: C:={a|] 0 <a<8;a e N ; a paros}
D:={A hét napjai.}
A halmazt akkor tekintjiik megadottnak, ha tetszéleges dologrol egyértelmiien eldonthetd, hogy eleme a

halmaznak, vagy nem.

A kovetkezd definiciok nem hataroznak meg halmazt:
F:={Szép lanyok}
G:={J06 filmek}
Nem egyértelmi, hogy az F és G csoportba mely elemek tartoznak, hiszen pl. a jo film fogalma minden em-
bernek mast-mast jelenthet.

Két halmaz akkor, és csak akkor egyenld, ha mindkettd ugyanazokat az elemeket tartalmazza.

A:={2;4,6;8}

B:= {hétfd, kedd, szerda, csiitértok, péntek, szombat, vasarnap}
C:= {Az Gsszes 8-nal nem nagyobb pozitiv paros szam.}
D:={A hét napjai.}

A=C
B=D

171. A halmaz szamossaga, iires halmaz, végtelen halmaz.

A halmaz szamossaga: A véges halmaz elemeinek a szama. Jelolése: ‘ A | =

A halmazban minden elem csak egyszer szerepel.
A kovetkezd halmazmegadas helytelen:
M:={2;5;9;9;9; 9}
Helyesen:
M:={2; 5; 9}
Attol, hogy az osztalyban névsorolvasaskor ugyanannak a tanulonak a nevét tébbszor felolvassuk, nem valto-
zik az osztaly osszetétele.
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A:={2:4:6;8} |Al= 4 (Az A halmaz szémossdga 4. Az A halmaz 4 elemii halmaz.)

B:= {hétfd, kedd, szerda, csiitortok, péntek, szombat, vasarnap} |B|=7 (A B halmaz szdmossaga 7. A B

halmaz 7 elemii halmaz.)

Ures halmaz: Nincs eleme. Jelolése: D:={ } vagy E:= @&
Végtelen halmaz: Végtelen sok eleme van.

A:= {A Holdon jart magyar tithajésok.} Az A halmaz jelenleg még iires halmaz.

B:={Paros szamok} A B halmaz végtelen halmaz.

172. Alaphalmaz, részhalmaz. diszjunkt halmaz, Venn-diagram

Alaphalmaz: azoknak az elemeknek az Gsszessége, amelyeket vizsgalunk.
Részhalmaz: A B halmaz részhalmaza C halmaznak (B < C), ha a B halmaz minden eleme benne van a C
halmazban.

B:= {a; b; g; n} C:={a; b;c; d; e; g; n} BcC

Néhany konyv hasznélja a: Valédi részhalmaz fogalmat:
E valddi részhalmaza F-nek (E — F) akkor, ha E halmaz minden eleme benne van az F-ben, de E #F.
¢s a Nem valédi részhalmaz fogalmat: E nem valodi részhalmaza F-nek (Ec F)haE=F

Az iires halmaz minden halmaznak részhalmaza.

Diszjunkt (idegen) halmazok: Az A és B halmazok diszjunktak, ha nincs kézos elemiik.

A halmazokat Venn-diagrammal (halmazéabra) szemléltetjiik: a halmazt zart sikidommal abrazoljuk, a hal-
maz elemeit ebben a sikidomban helyezziik el.

1.
A
d
C
C
f
b
a n g e B
2.| A 3 A
B
C
B
D)
BcA Bés C
CcB diszjunkt
CcA halmazok
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173. Halmazok unioja

Halmazok egyesitettje (uni6ja): Az A és B halmazok unioja (A U B) azoknak az elemeknek a halmaza,
amelyek az A és B halmaz koziil legalabb az egyikben benne vannak.

U h

AuB={a;b;c;e; f;g;n}

174. Halmazok metszete

Halmazok metszete (kozos része): Az A és B halmazok metszete (A n B) azoknak az elemeknek a halma-
za, amelyek az A ¢és B halmazban is benne vannak.

U h

AnB={b; g}

175. Halmazok kiilonbsége

Halmazok kiilonbsége: Az A és B halmazok kiilonbsége (A \ B) azoknak az elemeknek a halmaza, amelyek
az A halmaznak elemei, de a B halmaznak nem..

U h

A\B ={a; n}
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176. Kiegészito halmaz

Kiegészito (komplementer) halmaz: Az U alaphalmazra nézve az A halmaz komplementere (_A) azok-
nak az elemeknek a halmaza, amelyek az A halmazt kiegészitik alaphalmazza.

Z:{c; d; e; f; h}

177. Ja fogalma

Ja (a>0, ac R) jelenti azt a nem negativ szamot, amelynek a négyzete a.

\/> . négyzetgyok
Ha va =b (a b>0) akkor b?=a.
A b’=a jol szemlélteti, hogy a gydkjel alatt [évo a szam sosem lehet negativ, hiszen a paros kitevojii hatva-

nyok mindig nem negativak.

Ebbol kovetkezik, hogy a \/3; N-21; /-4,56 stb. ertelmetlenek.

9=3 mert 3?=9
J25 =5 mert 5% =25

J49
J81=9 mert 92=81

7 mert 72 =49

J5~2236 mert 22362~ 5

A négyzetgyokvonas nem végezhetd el korlatozas nélkiil a raciondlis szdmok halmazdban. A miivelet
eredmeénye lehet irracionalis szam. Pl.: \/2_, \/3_, \/5_, irracionalis szamok. Ezek tizedes tort alakja végtelen
nem szakaszos tizedes tort.

Ja értéke kétoldali kozelitéssel kiszimolhato.
Becsiiljiik meg V5 értékét kétoldali kozelitéssel!
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2< 45 <3
mert
22=4 <5< 3F=9
2 < 6 <25
mert
22=4 <5< 25°=625
2 < 45 <225
mert
2?2 < 5 < 2,25°=50625
2,125 < 5 < 225
mert
2,1252=45156 < 5 < 2,25?=50625
2,1875 < 5 < 2,25
mert
2,18752=4,7851< 5 < 2,25%=50625

Kideriilt, hogy J5 22,1875 ésa 2,25 kdzé esd szam. Tovabb folytatva, még nagyobb pontossaggal kertil-
nénk kozelebb /5 -h6z, amely végtelen nem szakaszos tizedes tort, mert \/5 irracionalis sz4m.

178. Bizonyitsuk be, hogy V5 irracionilis szdm! Az irracionalis szamok pontosan azok a valos

szamok, amelyek nem irhatok fel két egész szam hanyadosaként. Bizonyitsuk tehat azt, hogy V5 nem irhato
fel két egész szam hanyadosaként! A bizonyitast indirekt (kozvetett, nem egyenes) modon végezziik. Ennek
a lényege, hogy allitunk valamit. Azutan, ennek a tagadasarol bebizonyitjuk, hogy nem igaz, amibdl aztan az
eredeti allitasunk igazsaga kovetkezik.

Bizonyitando: A V5 nem irhato fel két egész szam hanyadosaként.

Tegytik fel: A /5 felirhaté két egész szam hanyadosaként! (Vegyiik észre, hogy ez a bizonyitani kivant
allitasunk tagadasa.) Ha felirhato, hat irjuk fel!

J5=2
b

ahol a, b € Z, és legnagyobb kozds osztojuk 1. (a;b) = 1.
Vegyiik az egyenlet mindkét oldaldnak a négyzetét, majd szorozzuk mindkét oldalt b?-tel!

2
5:2—2 /] * b2

5b% = a?

A bal oldal oszthato 5-tel, de akkor a vele egyenld jobb oldal is oszthatd 5-tel. Az 5 primszam, ezért a2 csak
akkor oszthat6 5-tel, ha a is oszthato 5-tel.
Ekkor viszont a® oszthaté 25-tel.
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Ha a oszthaté 5-tel, akkor felirhaté a= 5*d alakban, ahol d egész szam. Ekkor a> =(5*d)*(5*d) ahonnan
a’=25*d*d, vagyis:
5b?= 25* d*d
A jobb oldal oszthato 25-tel, akkor a vele egyenld bal oldal is oszthatd 25-tel, ami csak ugy lehetséges, ha b
oszthatd 5-tel, vagyis az 5 kdzoOs osztdja a-nak és b-nek, ami nyilvanvaléan hamis, hiszen kezd6 kikotésként
szerepelt, hogy a és b legnagyobb kzos osztoja 1.

Az a feltevés, hogy a 5 felirhato két egész szam hanyadosaként, az
5b% = a
hamis allitashoz vezetett.

fgy a /5 felirhaté két egész szam hanyadosaként 4llitas hamis. Ekkor azonban igaz az ellentettje:
V5 nem irhato fel két egész szam hanyadosaként, azaz \J5 irracionalis szam.

Ezzel eredeti allitasunkat bebizonyitottuk.

179. Négyzetgyokos kifejezések dsszevonasa.
Osszevonni csak olyan négyzetgyokos kifejezéseket tudunk, ahol a gydk alatt ugyanaz a kifejezés van.

36 +5V6 =86 7J5-2.5 =55

45+ 24/7 = Csak a négyzetgyokvonas elvégzése utan végezhetd el az dsszeadas.

180. Szorzat négyzetgyoke.
Szorzat négyzetgyoke: Szorzatbdl gy is vonhatunk négyzetgyokot, hogy a tényezok négyzetgyokének a

szorzatat vessziik.(Szorzatbol tényezdnként is lehet négyzetgyokot vonni.)

Ja*b =+Ja*/b a,b>0

J5%6 = 5*:6 T3 =T*3

181. Tort (hinyados) négyzetgyoke
Tort (hanyados) négyzetgyoke: Tortbdl (hanyadosbol) ugy is vonhatunk négyzetgyokot, hogy a szamlalo-
bol és a nevezdbdl (osztanddbol, 0sztobol) is négyzetgyokst vonunk.

a a
\/%:ﬁ a>0:b>0

\/aib=\/52\/5 a>0:b>0

J5:6=5:6 J7:36=17:/36=7:6

[7 _J1 9 9 _ 3
20 /20 15 15 15
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182. Nem negativ szam n-edik hatvanyanak négyzetgyoke

Nem negativ szam n-edik hatvanyanak négyzetgyoke: egyenld a nem negativ szam négyzetgyokének n-

edik hatvanyaval.
n
va' = (@) a>0 neN

16 = (i6f =4 7= (7]

183. Négyzetgyokvonas paros kitevéjii hatvany esetén

Hatvany négyzetgyoke: pozitiv hatvanybol ugy vonunk négyzetgyokot, hogy a hatvanykitevot elosztjuk 2-

vel.

n
Van:az a>0 neN

Ez utobbi miiveletet egyelore csak paros n esetén hasznaljuk, mert tort kitevorol az altalanos iskolaban nem
tanulunk.

J5¢ =57 V77 =7 V3 =3

184. Az x> =a egyvenlet gyokei

Az xX*=a (a>0) egyenletnek mindig két kiilonb6z6 megoldasa van.
X1 = Ja
X2 =- \/a
Az x*=a (a=0) egyenletnek mindig két azonos megoldasa van.
X1=0
X2=0
Az  x*=a (a<0) egyenletnek nincs megoldasa.
[ ] x? =36
X1= 6
X2=-6

Ellen6rzés: 62 =36

Az egyenletnek nincs megoldésa, hisz egyetlen szdm négyzete sem negativ.
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185. A relaci6 fogalma

Kapcsolat, hozzarendelés, relacio: Adott A és B nem iires halmazok elemeibdl alkossunk rendezett pa-
rokat az Osszes lehetséges modon gy, hogy a par elsé eleme mindig az A, a masodik eleme mindig a B hal-
mazbdl keriiljon ki! Az igy kapott, parokbol allé halmaz barmely nem iires részhalmazat az A és B halmaz
elemei kozotti kapcsolatnak, hozzarendelésnek, relacionak nevezziik.

(A parok attol rendezettek, hogy elsé tagjuk mindig az A halmazbdl, masodik tagjuk, pedig mindig a B hal-
mazbol keriil ki.)
Az A és B halmaz elemeibdl rendezett parokat képz6 miveletet (4 két halmaz Descartes-szorzatat.) A X B-
vel jeloljiik. (Olvasd: a kereszt b)

A:= {Jancsi; Peti; Kati; Eva}
B:= {Zoli; Mari; Anna}

A X B = {(Jancsi; Zoli), (Jangsi; Mari), (Jgncsi; Anna),, (Peti; Zoli), (Peti; Mari), (Peti; Anna), (Kati; Zoli),
(Kati; Mari), (Kati; Anna), (Eva; Zoli), (Eva; Mari), (Eva; Mari)} Vegyiik észre, hogy az A X B halmaz
elemei mindig parok!

A B
Jancsi Zoli
Kati Mari
Eva

Az A téblara felirt gyerekek part keresnek maguknak a B tablara irt gyerekek koziil. A parok kialakulasaval a
két csoport kozott kapesolat, relacid jon létre.
(A tovabbiakban a kapcsolat szo helyett idonként a vele megegyezd, a matematikaban alkalmazott reldcio
szot hasznaljuk.)

Bérhogyan alakulnak is ki, a 1étrejovo parok biztosan benne vannak az A X B halmazban, amely a két gye-
rekcsoport kozotti sszes lehetséges part megadja.
Belathat6, hogy a kialakult, a parokkal jellemzett kapcsolat valéban az A X B halmaz részhalmaza.
Nézziink egy lehetséges parositast!
Tegyiik fel, hogy Jancsi és Peti egyarant Zolit, Kati, pedig Marit kapta tarsnak. Eva nem kapott part. Ebben a
kapcsolatban Annanak sincs parja. A 1étrejott relaciot nevezziik r-nek!

A tovabbiakban azt fogjuk vizsgalni, hogyan lehet tudatni a parositas eredményeként 1étrejott kapcsolatot
minél pontosabban, minél szemléletesebben, és a matematika elvarasainak megfelelden az érdeklodokkel.

Vezessiink be néhany 1j fogalmat!

186. Alaphalmaz, képhalmaz

Az a halmaz, ahonnan a rendezett parok els6 elemei keriilnek ki az alaphalmaz. A masodik elemeket tar-
talmazo halmaz a képhalmaz. A két halmaz elemei kozott lehetnek azonosak is, sét az alaphalmaz és a kép-

halmaz azonos is lehet.
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187. Mikor tekintjiik megadottnak a relaciot?

A kapcsolatot, relaciot akkor tekintjilkk megadottnak, ha ismert az alaphalmaz, a képhalmaz, és egyér-
telmiien kideriil, hogy az alaphalmaz barmely eleméhez melyik elem tartozik a képhalmazban.

188. A relacio megadasanak modjai
1.4 parok felsoroldsdval: Meg kell adni a két halmazt.

A:= {Jancsi; Peti; Kati; Eva} B:= {Zoli; Mari; Anna}
Meg kell adni a parokat, és a relacio nevet.

r = {(Jancsi; Zoli), (Peti; Zoli), (Kati; Mari)}
Minden elvarast teljesitettiink. Megadtuk a relaciot. Ez a megaddasi mod azonban mar néhany tiz par esetén
dattekinthetetlen.
2.Tdbldzattal:  A:= {Jancsi; Peti; Kati; Eva} B:= {Zoli; Mari; Anna}

Az A és B halmaz elemét jelilje a illetve b.
Az r reldacio tablazata: | Jancsi | Peti Kati
b Zoli | Zoli | Mari

Gyakran alkalmazott megaddasi mod.

3.Nyildiagrammal:
A nyildiagramnal hasznalt halmazabranal mindig két kiilon sikidomot hasznalunk. Itt még akkor sincs kozos
rész, ha vannak azonos elemek a ket halmazban: Pl.:

Az r kapcsolat nyildiagramja.

Kossiik ossze nyillal a parokat!

A B

Zoli
Jancsi

Peti_ Mari

Kati /

]
Eva Anna

4.Szoveges szabaly, vagy képlet: A:= {Jancsi; Peti; Kati; Eva}
B:= {Zoli; Mari; Anna}
A szabdly legyen a kovetkezd:
r:= {Minden A-halmazbeli gyereknek az a parja a B halmazban, akinek ugyanannyi testvére van, mint neki. }
Belathato, hogy ez a szabaly valoban megadja a parokat. Szamhalmazoknal a szoveges szabaly helyett a keép-
letet részesitik elonyben.
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4.Grafikon:

Anna ¢ ) )
Az r relaci6 grafikonja.
Mari ¢ X
Zoli <+ X X

o o o

Jancsi Peti

o o b

Kati ~ Eva

v

189. A relacio értelmezési tartomanva, értékkészlete.

A relacio értelmezési tartomanyat az alaphalmaznak azok az elemei alkotjak, amelyekhez az adott kapcso-
latban tartozik képhalmazbeli elem. Az értelmezési tartomany jele legyen: ET

A B
_ Az rrelacio értelmezési
Zoli tartomanya: ET , = {Jancsi,
Peti, Kati}
Mari

\

Anna

A relacio értékkészletét a képhalmaznak azok az elemei alkotjak, amelyekhez az adott kapcsolatban tartozik
alaphalmazbeli elem. Az értékkészlet jele legyen: EK

A B

Az rrelacio értékkészlete:
EK ;= {Mari, Zoli}

Jancsi
Peti _

Kati i

Eva Anna
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190. Egyértelmii relacio, nem egyértelmii relacio, kolcsonosen egyértelmii relacio

Egyértelmii relacio az A és B halmaz kozott: az A halmaz barmely eleméhez legfeljebb egy B halmazbeli
elem tartozik.

Egyértelmi relaciod

Nem egyértelmii relacié az A és B halmaz kozott: az A halmaznak van olyan eleme, amelyhez egynél tobb
B halmazbeli elem tartozik.

Nem egyértelmii relacio

Kolcsonosen egyértelmii relacié az A és B halmaz kozott: az A halmaz barmely eleméhez legfeljebb egy B
halmazbeli elem tartozik, és a B halmaz barmely eleméhez legfeljebb egy A halmazbeli elem tartozik

A

Kolcsondsen egyértelmii relacid

191. Leképezés, fiiggvény

Leképezés az A és B halmaz kozott: az A halmaz minden eleméhez tarozik egy vagy tobb B halmazbeli
elem.

A leképezést érthetjiik ugy is, hogy az egész alaphalmazt ,, lefényképeztiik ", és a képek ott vannak a képhal-
mazban.

Leképezés
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Fiiggvény: olyan leképezés az A és B halmaz kozott, amelyben az A halmaz minden eleméhez pontosan
egy B halmazbeli elem tarozik.

Fliggveny

A fliggvény alaphalmaza mindig megegyezik az értelmezési tartomanyaval.

192. Szam-szam fiiggvény, pont-pont fiiggvény

Szam-szam fiiggvény: olyan fiiggvény, ahol az alaphalmaz ¢s a képhalmaz is szamhalmaz.
Pont-pont fiiggvény: olyan fiiggvény, ahol az alaphalmaz és a képhalmaz is ponthalmaz.

193. A fiiggvény értelmezési tartomanya, értékkészlete, fiiggetlen valtozo, fiiggé valtozo

Az f fiiggvény értelmezési tartomanya (ETy) a valds szamoknak (R) az a nem iires részhalmaza (ETj
cR), amelynek minden eleméhez pontosan egy elemet rendeliink a képhalmazbol.

Az f fiiggvény értékkészlete (EK¢) a valos szamoknak (R) az a nem iires részhalmaza (EK¢ cR),
amelynek minden eleméhez tartozik az értelmezési tartomanynak legalabb egy eleme.

A fliggvény értelmezési tartomanyanak elemeit (zetszéleges elemét jeloljiik x-szel) fiiggetlen valtozonak,
értékkészletének elemeit (tetszdleges elemét jeloljiik y-nal) (X-t6l) fiiggé valtozénak nevezziik. A fiiggd val-
tozokat nevezik fiiggvényértékeknek is.

Nézziik a kovetkezd két fiiggvényt!
f:A>B, x—fx) g:C—>D, x—0g(X)

Az f és g fliggvény akkor, és csak akkor egyenld, ha A = C, B =D, valamint minden a € A-ra f(a) =g(a)

Adjunk meg egy g fiiggvényt tobb forméban!
1. Képlettel: A={2;1;2;3y B:={5;-3;3;5;6;7;8;9; 11}
g A—>B
A képlet tobb alakban is megadhato: g(x) =2x +1 X 2x+1 y=2x+1

Mindhdrom alak ugyanazt jelenti: az értelmezési tartomany tetszéleges X eleméhez, a kétszeresénél 1-gyel
nagyobb szamot rendeli a fiiggvény.

A képlet és a képhalmaz ismeretében meghatarozhato6 az értékkészlet:

EKy={3;5;9; 11}

2. Tablézattal: A—>B A={21,2;3} B:={-5;-3;3;5;6;7;8;9; 11}

X -2 1 2 3
g(x) -3 3 5 7
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3. Grafikonnal: A={-2;1;2; 3}

B:={-5;-3;3;5;6;7;8;9; 11}

A—>B

n
»

-5v-A:-?;-2'-10+i+é+é+'4+v5+v6 X

L 4

194. A fiiggvény behelyettesitési értéke

A fliggvény értelmezési tartomanyanak barmely x elemét a képletbe irva, megkapjuk az adott x-hez tarozo
helyettesitési értéket, vagyis x parjat az értékkészlet elemei koziil.

Pl: az x = 3-hoz tartozo fliggvényértéket keressiik.

g(x) =2x +1 X 2x+1 y=2x+1
g(3)=2*3+1 3 2*3+1 y=2*3+1
9(3)=7 3> 7 y=7

Az értelmezési tartomdny barmely eleméhez tartozo érték ezzel az eljarassal meghatarozhat6.

195. Linearis fiiggvény

Valos fiiggvénynek az olyan fiiggvényt nevezziik, amely valos szamokhoz rendel hozza valds szamokat.

R—>R
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A linedris fiiggvény grafikonja mindig egyenes. Minden linearis fiiggvény megadhato képlettel.
A képlet mindig:

f(x) = a*x + b alaku.
abeR

(Azx > a*xtb,ésaz y=a*x+b képleteket is hasznalhatjuk.)

196. Konstans fiiggvény

Nulladfoku (konstans) fiiggvény: olyan linedris fiiggvény, ahol az
f(x)=a*x+b abeR

képletben a = 0.

Képlete:
fx)=b
A konstans (4llando) fiiggvény az értelmezési tartomanyanak minden eleméhez ugyanazt a szamot rendeli.
A konstans fiiggvény grafikonja mindig az x tengellyel parhuzamos egyenes.

Konstans fliggvény
A
y
+ 14 b
+1 X

Az X > 4 képlettel megadott konstans fliggvény grafikonja.

Az X > 0 képlettel megadott konstans fiiggvény képe pontosan az x tengely.
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197. Elséfoku fiiggvény, egvenes aranyossag fiiggvény

Elséfoku fiiggvény: Olyan linedris fiiggvény, ahol az
fx)=a*x+b abeR

képletben a # 0.

Az elséfoki fiiggvény a nevét onnan kapta, hogy a képletben az x az elsé hatvanykitevén szerepel (x'). Az

elséfoku fiiggvény grafikonja nem parhuzamos az x tengellyel.

v

Az X — 2x + 1 képlettel megadott els6foku fiiggvény grafikonja.

Egyenes ardnyossdg A valos szdmok halmazan, (vagy valamely részhalmazan) értelmezett
fx)=a*x aeR
képlettel megadott elséfoku fiiggvény.
(Azf(x)=a*x+b abeR képletbenb=0.)
Az egyenes aranyossag képe mindig az origdn athalado egyenes.
Azy = a*x képletbdl a-t kifejezve:

a=- xz0

lathato, hogy az dsszetartozo értékek aranya allando.

»
»

X

Az X — 3x képlettel megadott egyenes aranyossag
fliggvény grafikonja.
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198. Linearis fiiggvény abrazolasa grafikonon tablazat segitségével

Az f(x)=a*x+b a beR képlettel megadott valds fliggvények képe mindig egyenes. Az egyenest
két pontja meghatdrozza. A képlet felhasznalaséval készitsiink olyan tablazatot, ami a fliggvény két elempar-
jat tartalmazza. A két elemparhoz tartozo két pont egyértelmiien meghatarozza a lineéris fliggvény grafikon-

jat.
Abrazoljuka ¢ X+ 3x —2 képlettel megadott linearis fliggvényt. Készitsiik el a tablazatot!
X 0 2
3X—2 -2 4

Abrazoljuk a két elemparhoz tartozo pontokat, majd rajzoljuk meg a két pont altal meghatarozott egyenest!

3

y

v

Ag: X 3x —2 képlettel megadott linearis fliggvény grafikonja.

199. Linedris fiiggvény abrazolasa grafikonon tablazat nélkiil
Azf(x)=a*x+b

képletben a b értéke megmutatja, hogy hol metszi a linearis fiiggvény grafikonja az y tengelyt.

f(x) =2*x+1 fiiggvény az y tengelyt a +1-nél metszi.
g(x) =-3*x+5 fiiggvény az y tengelyt a +5-nél metszi.

e(x) =4*x —3 vagy mas alakban: [e(x) = 4*x + (-3)] fiiggvény az y tengelyt a -3-nal metszi.

Az f(x)=a*x+b

képletben a-t a fliggvény meredekségének (irdnytényezdjének) nevezziik. A meredekség a fiiggvény egyene-
se és az x tengely pozitiv fele altal bezart szoget jellemzi.

Ha a-t ¢ alakban adjuk meg, —c, d € Z, d = 0 — akkor az a értéke megmutatja, hogy a fliggvény grafikon-

janak egy ismert pontjabol d egységet jobbra Iépve az x tengellyel parhuzamosan, hany egységet kell y ten-
gellyel parhuzamosan felfelé (ha c > 0), vagy lefelé (ha ¢ <0) 1épni, hogy eljussunk a grafikon egy masik
pontjaba.
Két linearis fliggvény grafikonja akkor, és csak akkor parhuzamos egymassal, ha meredekségiik megegyezik.
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f(x) =2*x+1 g(x) =2*x+5 h(x) = 2*x -4 fiiggvények grafikonjai egymas-
sal parhuzamos egyenesek, mert mindharom meredeksége 2.

A k(x)=4*x + 5 fiiggvény meredeksége viszont 4, igy képe nem parhuzamos az f, g, h fiiggvények képével.

Abrézoljuk a Q. X > 3x —2 képlettel megadott linearis fliggvényt tablazat nélkiil.

A b értéke -2, tehat a fliggvény egyenese az y tengelyt a -2-nél metszi. A grafikonnak egy pontja, a (0;-2)
pont tehat ismert.

A

<>+1

<
<
<
<
v

+v1 +v2 X

A képletben a = 3 értékét adjuk meg % tort alakban a = % . A d =1 mutatja meg, hogy 1 egységet kell jobbra

1épni, majd a ¢ = 3 miatt 3 egységet folfelé haladva a grafikonnak egy ujabb pontjahoz jutunk. A két pont
egyértelmiien meghatarozza a grafikon egyenesét.

A

y

g X 3x -2

v
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Abréazoljuk a

f: x> - %x + 1 képlettel megadott linearis fliggvényt tablazat nélkiil!

A b értéke +1, tehat a fliggvény egyenese az y tengelyt a +1-nél metszi. A grafikonnak egy pontja, a (0;+1)
pont tehat ismert.

A

y

<
<
<
<
<
<
v

A képletben a = _?2 tort alakt. A d = 3 mutatja meg, hogy 3 egységet kell jobbra 1épni, majd a ¢ = -2 miatt 2

egységet lefelé haladva a grafikonnak egy ujabb pontjahoz jutunk. A két pont egyértelmiien meghatarozza a
grafikon egyenesét.

f: XH-EX+1
3

R 3
\ 4
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200. Abszolut érték fiiggvény

Az abszolutérték-fliggvény:

Rendeljiik hozza minden szamhoz az abszolut értékét!
R—->R

X = X

(Az abszolut érték fiiggvény képlete X — a*|b*x + c[+d alaku.
a,b,c,deR
Mi csak olyan fiiggvényeket vizsgalunk, ahol b= 1.
X a*x+cl+d)

Az abszolut érték fliggvény grafikonja rnindig\/ alaku

|
Abréazoljuk a
g: X > |x| képlettel megadott abszolutérték-fiiggvényt!

Az abszolut-érték definicidja szerint:
-X, ha x <0;
Xl =
X, hax >0.
Ezért az abszolut érték grafikonja a negativ szamokra ugyanaz, mint az X +— -X fliggvény grafikonja, a
nemnegativ szamokra ugyanaz, mint az X > X fiiggvény grafikonja.

A 4

X X
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201. Masodfoku fiiggvény

Maisodfoku fiiggvény:

Rendeljiik hozza minden valos szamhoz a négyzetét!
R—->R

2
X X
A mésodfoki fiiggvény a nevét onnan kapta, hogy a képletben az x legnagyobb kitevéije 2 (x2).
A masodfoku fiiggvény grafikonja parabola.

A masodfoku fliggvény képlete X ax? + bx + c alaku.

a,b,ceR, az0.
A masodfoku fiiggvény dbrazolasahoz az y = ax’+ bx + ¢ képletet célszerti

y=a(x-u )2+ Vv alakra hozni. Ebbdl leolvashatok a parabola csticspontjanak a koordinatai: (u;v).

Abrazoljuk a
g X X
képlettel megadott masodfoku fiiggvényt tablazat segitségével!

X -3 -2 -1 0 1 2 3
N 9 4 1 0 1 4 9
A
y
t g X X
+1<>
» +1 X

A masodfoku fiiggvény grafikonja parabola.
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202. Négyzetgyok fiiggvény

Négyzetoyok fliggvény:

Rendeljiik hozza minden nemnegativ valos szdmhoz a négyzetgyokét!
(R\R )>R

X|—>\/;

A négyzetgyok fliggvény grafikonja parabolaiv.

Abrazoljuk az

f: XI—)&

képlettel megadott négyzetgyok fliggvényt tablazat segitségével!

(@)

0,25 1 2,25 4 6,25 9
0,5 1 1,5 2 2,5 3

ol
o

y

VV><

»
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203. Forditott aranyossag fiiggvény

Forditott ardnyossag fliggvény:

(R\{0})—>R
a

X — aeR,ax0
X

A forditott aranyossag fliggvény grafikonja hiperbola.
Azy = a képletbdl a-t kifejezve:
X

a=x*y
lathato, hogy az osszetartozo értékek szorzata allando

Abrazoljuk a
4
g X —
X

képlettel megadott forditott ardnyossag fliggvényt tablazat segitsé¢gével!

X -8 -6 -4 -2 -1 |05 05 1 2 4 6
4 2 2
“los|-2| 1| 2| 4| 8|8 | 4] 2]|1]|2%
X 3 3
A
y
51 g X > 4
4 X
+1 < »
+1 +5

A forditott aranyossag grafikonja
> T hiperbola.

(VS

-
e
v
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204. Eltolas az x tengellyel parhuzamosan

f(x) = || f(x) =X f(x) = VX
fi(x) =[x + ¢ f1(X) = (X + C)? fi(X) = VX+C

Ha az f(x) képlettel adott fliggvény fliggetlen valtozojahoz (x-hez) pozitiv ¢ szamot (c>0) adunk, akkor
az f(x) fiiggvény grafikonjat az x tengely mentén negativ iranyban c¢ egységgel eltolva kapjuk az f(x+c) kép-
lettel adott fliiggvény grafikonjat.

Ha az f(x) képlettel adott fliggvény fliggetlen valtozdjahoz (x-hez) negativ ¢ szamot (c<0) adunk, akkor
az f(x) fliggvény grafikonjat az x tengely mentén pozitiv iranyban ¢ egységgel eltolva kapjuk az f(x+c) kép-
lettel adott fliiggvény grafikonjat.

,
Abrazoljuk a
g: X > |X - 3| képlettel megadott abszolutérték-fiiggvényt!
91(x) = x|
g(x) =Ix -3 g(x) =[x +(-3)] ¢<O0: '

A

y

o=k CORI'SE

+1 X
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205. Eltolas az y tengellyel parhuzamosan

f(x) = || f(x) =X f(x) = VX
fi(x) = x| +b fi(x) = x%+b f.x) = VX +b

Ha az f(x) képlettel adott fliggvény filiggvényértékéhez [f(x)-hez] pozitiv b szamot (b>0) adunk, akkor
az f(x) fiiggvény grafikonjat az y tengely mentén pozitiv iranyban b egységgel eltolva kapjuk az f(x)+b kép-
lettel adott fiiggvény grafikonjat.

Ha az f(x) képlettel adott fliggvény fliggvényértékéhez [f(x)-hez] negativ b szamot (b<0) adunk, akkor
az f(x) fliggvény grafikonjat az y tengely mentén negativ iranyban b egységgel eltolva kapjuk az f(x)+b kép-
lettel adott fiiggvény grafikonjat.

Abrazoljuk a
g X x*+3
képlettel megadott masodfoku fiiggvényt!

gi(x) =X’ T
g(x) = x*+3 b > 0:

g(x) = x*+3

g1(x) =x°

<
<*
<
<
<
<*
<
v

+1 X
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206. Nyujtas, zsugoritas az y tengely iranyaban

f(x) = || f(x) =X f(x) = VX
f1(x) = alx| fi(x) = ax? fi(x) = av/'x

Ha az f(x) képlettel adott fliggvény fliggvényértékét a > 1 szdmmal szorozzuk, akkor az f(x) fiiggvény
grafikonjat az y tengely iranyaban a-szorosara nytjtva kapjuk az a*f(x) képlettel adott fliggvény grafikonjat.

Ha az f(x) képlettel adott fliggvény fiiggvényértékét O < a < 1 szdmmal szorozzuk, akkor az f(x) fiigg-
vény grafikonjat az y tengely iranyban a-szorosara zsugoritva kapjuk az a*f(x) képlettel adott fliggvény gra-
fikonjat.

Abrazoljuk a

1
g: X 2Kx|ésa h: X 3 x| képlettel megadott abszolutérték-fliggvényeket!

) =Ix| f(x) = x|

g(x) = 2|x | a > 1: nyujtas h(x) = % X| 0 <a<1: zsugoritas

f(x) = x|

mngw

v

Az f figgvény minden fiiggvényértéke a kétszeresére né a g (felére csdkken a h)
fliggvénynél. A cstlics a helyén marad, hisz 2-szer 0 (% -szer 0) is 0.

Annyi fiiggvényértéknek vessziik a kétszeresét, (felér) amennyi mar elegendd a grafikon
megrajzolasahoz. Abszolutérték—fliggvény esetén elég mindkét szaron egy-egy ponthoz
tartozo fliggvényérték kétszeresét (felér) venni.
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207. Tiikrozés az x tengelyre

f(x) = || f(x) =x° f(x) = /X
fi(x) = —Ix| fi(x) = fi(x) = — /X

A —f(x) képlettel adott fiiggvény grafikonja az f(x) képlettel adott fliggvény grafikonjanak az x tengelyre
vonatkozo tiikorképe.

Abrazoljuk a
g X X
képlettel megadott masodfoku fliggvényt!

gi(x) = x°
g(x) = x°

g1(x) = x°

<
v

9(x) =¥
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Abrézoljuk a

g X —%(x+2)2—3

g1(x) = X°

képlettel megadott masodfoku fliggvényt fiiggvénytranszformacioval!
92(%) = (x +2)*

ga(x) = % (x +2)°
0a(x) = % (x +2)°

g(x) = —% (x+2)* -3

kepletéhez.

A Kiindulasi fiiggvénybdl a miiveleti sorrend szabdlyait figyelembe véve jutunk el az abrazolando fiiggvény

(X)X +2):

A képletet célszerii alahtizni olyan
szinnel amilyennel a grafikont
rajzoltuk.

>

v

ax) = — 1 (x+2)> -3
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208. A fiiggvény monotonitisanak meghatarozasa

Az f fiiggvény monoton novekvé az értelmezési tartomany valamely H részhalmazan, ha a H halmaz
barmely két (x1, X2) elemére teljesiil:
ha X1 < X, akkor f(x;) < f(x2).
(Novekvo fiiggetlen valtozokhoz névekva fiiggvenyértékek tartoznak.)
Az f fliggvény monoton csokkend az értelmezési tartomany valamely H részhalmazan, ha a H halmaz
barmely két (x1, X2) elemére teljesiil:
ha X1 < X, akkor f(x1) > f(x2).
(Novekvo fiiggetlen valtozokhoz csokkend fiiggvenyértékek tartoznak.)

Linearis fiiggvénynél az f(X) =a*x + b
képletben az a értékébdl kovetkeztethetiink a fliggvény monotonitasara:
Ha az f(x) = a*x + b képletben a >0, akkor a fliggvény monoton névekvao.
Ha az f(x) = a*x + b képletben a = 0, akkor a fliggvény konstans.
Ha az f(x) = a*x + b képletben a <0, akkor a fiiggvény monoton csokkend.
A monoton novekvo, monoton csokkend fiiggveny fogalmat a fiiggvényvizsgalatnal definialjuk.

209. Intervallum fogalma

Intervallum: a szamegyenes egy szakasza. Két végpontja kozotti szamok halmaza. A végpontjaihoz tartozo
szamokrol nevezziik el.

PI.: [4; 9] intervallum
Zart intervallumok. A végpontok is

beletartoznak a szdmhalmazba. (Zartsa-
gat a zardjelek jelzik:[ ])

[-7; 2,6] intervallum
[a; b] intervallum

_ Nyitott intervallumok. A végpontok
1-4; 3[ Int_el’V&”Ufn m} nem tartoznak bele a sziamhalmazba.
14,7; 18[ intervallu (Zartsagat a zarojelek jelzik: ][ )

210. Fiiggvény maximumbhelye, maximuma, minimumhelye, minimuma, a sz€élséérték
fogalma, a fiiggvény zérushelye

Az T fiiggvény értelmezési tartomanyanak xo pontja maximumhely, ha a hozza tartozo fliggvényérték,
f(Xo) az értékkészlet legnagyobb eleme. Az f(Xo) értéket a fliggvény maximumanak nevezziik.
Minden x €ET; esetén () < f(xo)
Az T fliggvény értelmezési tartomanyanak Xo pontja minimumbhely, ha a hozza tartozo fiiggvényérték,
f(xo) az értékkészlet legkisebb eleme. Az f(Xo) értéket a fliggvény minimumanak nevezziik.
Minden x eET; esetén f(x) > f(xo)
A fiiggvény maximumat és minimumat kdzos néven a fiiggvény szélséértékeinek nevezziik.
Az f fiiggvény értelmezési tartomanyanak xo pontja zérushely, ha a hozza tartoz6 fliggvényérték 0, f(x) =
0. Ebben a pontban metszi, vagy érinti a fliggvény grafikonja az x tengelyt

211. A fiiggvényvizsgalat 1épései az altalanos iskolaban:

A fiiggvény értelmezési tartomanyanak meghatarozasa. ET (Ha nincs megadva.)
A fiiggvény értékkészletének meghatarozasa. EK
A fiiggvény zérushelyeinek meghatarozasa.
A fliggvény monotonitdsanak vizsgalata.
Monoton novekvd: az intervallumok megadasa.
Monoton csokkend: az intervallumok megadasa.
5. Szélséértekek meghatarozasa:
Maximumbhely, maximum.
Minimumbhely, minimum.

el S
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MATEMATIKAI.
Vizsgaljuk a grafikonjaval adott f fliggvényt a megadott szempontok szerint!

A

v

ETs [a; €] Mdsképp megadva: a<ET;<e
EKs: [h; ] Mdsképp megadva: h < EK; < g
Zérushely: x =k, x=m

el

a. A fliggvény monoton novekvo: [a; b] [h; d]
b. A fiiggvény monoton csokkend: [b; h] [d; e]

a. Maximumhely: x = b, maximum: f(b) =g
b. Minimumhely: x = ¢, minimum: f(c) = h

212. Egyenletek, egyenlétlenségek grafikus megoldasa

Egyenletek, egyenldtlenségek grafikus megoldasakor az egyenlet, egyenldtlenség két oldalat két, kép-
lettel megadott fliggvényként kezeljiikk. A megoldés soran az alaphalmaznak azokat az elemeit keressiik, ame-
lyeket a két képletbe helyettesitve teljesiil az igy kapott fiiggvényértékekre az egyenldség, illetve az egyen-
16tlenség. A keresést a fiiggvények grafikus abrazolasaval végezziik.
Oldjuk meg grafikusan a kovetkezd egyenletet! 2x+1=3x-1
A baloldal: f(x) = 2x + 1 — egy els6foku, linearis fliggvény képlete
A jobboldal: g(x) =3x—1 — egy elso6fok, linearis fiiggvény képlete

Az alaphalmaznak azt az x elemét keressiik, amelynek a képe mindkét fliggvény esetében ugyanaz a szam.

Abrazoljuk a két fiiggvényt kozos koordinata-rendszerben!

-

<
L 2
v

<

v\
+
N
X
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MATEMATIKAI.
A grafikonrol leolvashato, hogy az alaphalmaz x = 2 értékéhez mindkét fliggvény ugyanazt a fliggvényérté-
ket rendeli.
Az egyenlet megoldasa:
X=2
Oldjuk meg grafikusan a kovetkez6 egyenlStlenséget! 2x+1<3x-1

Ezuttal az alaphalmaznak azokat az elemeit keressiik, amelyekhez az f(x) képlettel megadott fliggvény ki-

sebb fliggvényértékeket rendel, mint a g(x) képlettel megadott fliggvény.

4 - y9(x) =3x -1
f(x)=2x+1

X

n
»

+— Y AR >
+2
¥ A szaggatott vonalak segitségével
¢észrevehetd, hogy az alaphalmaz +2-

nél nagyobb elemeihez rendel az f
fliggvény kisebb szamokat a képhal-
maz elemei koziil, mint a g fliggvény.

Oldjuk meg grafikusan a kovetkezd egyenldtlenséget! - % X+3>|x-2|

A baloldal: f(x) = - % X + 3 — egy elsdfoku, linearis fliggvény képlete
A jobboldal: g(x) = |x — 2| — egy abszolut érték fliggvény képlete

A

y

9(x) = x-2|

1
f(x)=-=x+3
(x) 5

:
|
|
|

G = -
*$--—-—-—-—---

P m -
v

RN
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MATEMATIKAI.
A grafikonokrol leolvashatd, hogy az f fliggvény az alaphalmaz -2-nél nem kisebb, de +3,3—nél nem nagyobb
értékeihez rendel nagyobb, vagy ugyanakkora fliggvényértékeket, mint a g fliggvény.
-2<x <33
Ezek csak kozelitd értékek, mert a grafikonos megoldéas hatranya a pontatlansag, most is tapasztalhato.
Altalaban olyan egyenletek megoldasanal hasznaljuk a grafikus megoldast, amelyeket algebrai uton nem tu-
dunk megoldani.

213. Szamsorozat fogalma, megadasa

Szamsorozat: olyan szdm-szam fliggvény, amelynek értelmezési tartomany a pozitiv egész szamok halmaza,
értékkészlete pedig valamely nem iires szamhalmaz.

4 5 6 7T 8 B e
5 0 5 10 15 20 25 30.iiiiiiciiiinnnn. 120 i,
A szamsorozat els6 eleme: a=-
masodik eleme: =20
=5
a=10
as=15
n-edik (tetszéleges) eleme: an="?

A szamsorozat megadasa:
1. Megadjuk a sorozat valamelyik elemét, és a rakovetkezés szabalyat.
|gEEH Hatarozzuk meg annak a szdmsorozatnak a negyedik ¢és hatodik tagjat, amelyrdl tudjuk, hogy 6tddik
eleme: as=8, és arakovetkezés szabalya: an+1=2an—1
dj; dp; A3 dg; ds; dg: d7. ... ..
Ennél a megadasi modnal mindig az ismert tag szomszédai szamolhatok ki. Mivel az 6todik tag ismert, a
negyedik és hatodik tag is kdzvetleniil szdmolhato a képletbe valo behelyettesitéssel.
=8 am=2a-1 u="? as="?

ag=2a;—1
ap=2*8-1
a=15

as=2a,—1
8=2a,—1 /1 +1
9=2a4 /:2
45=ay
Ezutdn mar a harmadik és hetedik tag is kozvetleniil szamolhato.
2. A tag sorszamanak a segitségével adjuk meg a tagot. ’
[J815Y Hatarozzuk meg annak a szamsorozatnak a hetedik és huszadik tagjat, amelynek tetsz6leges (n-edik)
tagjat az an = 3n — 9 képlet hatdrozza meg! (n az elem sorszadma) ar="7? axp =7
an=3n-9
a7=3*7-9
a;=12

an=3n-9
Ay =3*20-9
Ay =51
3. Szoveges szaballyal adjuk meg a sorozatot.

A sorozat els6 100 eleme -5, a tobbi +3.
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MATEMATIKA I.
214. Kiilonbségsorozat, hinyadossorozat, novekvo szamsorozat, csokkeno szamsorozat,
konstans szamsorozat

Kiilonbségsorozat: Ha egy szamsorozat minden tagjabol kivonjuk az eldtte 1évo tagot, a kapott kiilonbségek
a sorozat kiilonbségsorozatat alkotjak.

Hanyadossorozat: Ha egy — 0-t nem tartalmazd — szamsorozat minden tagjat osztjuk az eldtte 1évo taggal,
a kapott hanyadosok a sorozat hanyadossorozatat alkotjak.

Novekvé a szamsorozat, ha kiilonbségsorozata pozitiv. (Barmely tagja nagyobb, mint a megel6z0 tag. a, <
an+1)

Csokkend a szamsorozat, ha kiilonbségsorozata negativ. (Barmely tagja kisebb, mint a megel6z6 tag. a, >
an+1)

Konstans (alland6) a szdmsorozat, ha kiilonbségsorozata nulla. A konstans sorozat minden tagja megegye-
zik. an = an+1

215. A szamtani sorozat, a szimtani sorozat tetszéleges elemének kiszamitasa

Ha a szdmsorozat barmely tagjabol a megel6z6 tagot kivonva a kiilonbség allandé, akkor a sorozat szam-
tani sorozat.
A kiilonbség jele: d (differencia: kiilonbség latinul)
(Masképp: Ha a szdmsorozat kiillonbségsorozata allando, akkor a sorozat szamtani sorozat.)

A szamtani sorozat ndvekv0, ha d > 0.
A szamtani sorozat csokkend, ha d <O0.
A szamtani sorozat konstans (allandd), ha d = 0.

Ha a szamtani sorozat adott tagjahoz hozzaadjuk a differenciat, akkor a rakdvetkezod, ha az adott tagjabol
kivonjuk a differenciat, akkor a megel6z6 tagot kapjuk.
A szamtani sorozat tetszoleges, n-edik tagjanak, elsé tagjanak és kiilonbségének kiszamitasara hasznalhato
képlet:
an=ayt+(n-1)*d
Az els taghoz hozzaadjuk, a kiilonbségnek a keresett tag sorszamanal 1-gyel kevesebbszeresét.

Hatarozzuk meg a szamtani sorozat elsé 6t elemét, ha ismerjiik a 15. tagot, €s a kiilonbséget!
ais = 38
d=3
aa=? a=? a3=? }y=? ag="?
an=ap+(n-1)*d
ais=ap+(15-1) * 3
38=a;+(15-1)*3
38=a;+42 [/-42
4=a

a=-4 a=-1 83:2 =5 a5:8
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MATEMATIKA L.
216. A szamtani sorozat els n tagjanak osszege

A szamtani sorozat els6 n tagjanak osszege: S,

S, = a, +a, ,
2
Bizonyitas: Bizonyitando: Sy = 478 .
2
A szamtani sorozat elsé n tagjanak 0sszegét megkapom, ha az els6tdl az n-edikig valamennyi tagot dssze-
adom. . Sh=ag+ay+ag+tas+...+ap1+an2+tan

A szamtani sorozat elsd n tagjanak Osszegét ugy is megkapom, ha az n-ediktdl, az elséig valamennyi ta-
got 0sszeadom. A két 0sszeg csak a tagok sorrendjében kiilonbozik.

Il. Sp=antap1+tanet....tayutaztar+ay

Minden tag felirhat6 az els6 tag €s a kiilonbség, €s az n-edik tag €s a kiillonbség segitségével is, felhasznalva,
hogy ha a szamtani sorozat adott tagjahoz hozzaadjuk a differenciat, akkor a rakdvetkez6, ha az adott tagja-
bol kivonjuk a differenciat, akkor a megel6zo tagot kapjuk.
. Sh=a + a + as + ...+ dn-1 + an-2 + dn

f_L\ f_H 4 A N A N\ 4 A N\
l. n=ai+ (a1t d) + (ag+ 2d)+. . . +[ag+(n—3)*d] + [a; +(n — 2)*d] + [a; + (n — 1)* d]

Hﬂ I

. Sp=an+ (an —d)+ (an 2d) +. .+ [3n— (= 3)*d] + [an— (N - 2)*d] + [a— (N-1)* d]

I.+1l. A kett6s nyillal 6sszekotott tagok dsszege a; + a,. Mivel n darab ilyen tag van:

Sh=(@+ay,)*n /2

a, +a . ,  r11res
S, =1 5 ~*n Pontosan a bizonyitando allitast kaptuk.
Hatarozzuk meg a szamtani sorozat elsd 10 elemének az dsszegét, ha
=5 d=2
g _dtan
" 2
a, +a

S =010

Ahhoz, hogy a képletet alkalmazni tudjuk, sziikségiink van a 10. tagra.
an=a;+(n-1)*d

a10=5+ (10— 1) * 2




217. A mértani sorozat, a mértani sorozat tetszoleges elemének kiszamitasa

Ha egy — 0-t nem tartalmazé — szamsorozat minden tagjat osztjuk az eldtte 1évo taggal, és a hanyados
allando, akkor a sorozat mértani sorozat. A hanyados jele: q (quotiens — kvociens: hanyados latinul)
(Masképp: Ha a szamsorozat hanyadossorozata allando, akkor a sorozat mértani sorozat.)

A mértani sorozat novekvo, ha q> 1 és a;> 0.
A mértani sorozat csokkend, ha 0 <q <1 ¢és a;> 0.
A mértani sorozat konstans (allando), ha q = 1.

Ha a mértani sorozat adott tagjat megszorozzuk a hanyadossal, akkor a rakovetkez6, ha az adott tagjat el-
osztjuk a hanyadossal, akkor a megel6z6 tagot kapjuk.

A mértani sorozat tetszoleges, n-edik tagjanak, elso tagjdnak és hanyadosanak kiszamitasara hasznalhato kép-
let: an=a;*q"Y
Az elsd tagot megszorozzuk a hanyadosnak a keresett tag sorszamanal 1-gyel kisebb hatvanyaval.

Hatarozzuk meg a mértani sorozat 6todik elemét, ha ismerjiik az elsd tagot, és hanyadost!
a;=6 g=2 a5 ="?

as=96
218. A mértani sorozat elsé n tagjinak osszege

A mértani sorozat elsé n tagjanak osszege: S,

Sn:al*q -1 ha q =1
g-1
Sp=a*n haq=1
Bizonyitas: Bizonyitandoé: S, = a, * g _11
q —

Az elsd n tag 0sszege:
1. Sp=aytay+az+ ...+ap1t a2t a,
kifejezhetd a sorozat elsd elemével, és hanyadosaval:
2. Sp=atar*qra*q’+ .. +rar* g+ a*q"t //*q q=0

S+ tra g a g

3. Sh*q=ar*q+a; * g+ a; * g
A 3. ¢és a 2. egyenlet kiilonbségét véve:

Sh*q-Sh=ar*q" — a

Sh*(q-1)=a*(@" -1 /:(q-1) hag=l

Pontosan a bizonyitando¢ allitast kaptuk.
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Hatarozzuk meg a mértani sorozat elsé 10 elemének az 6sszegét, ha

a=>5 g=3
Sn — al*q _1
g-1
301
Sip=5*
10 3_1
Sy = 5*59049—1
S10.=147620

219. Kamatoskamat-szamitas

Ha t6bb éven at azonos kamatlab mellett bankban tartjuk a pénziinket, akkor pénziink hasznalataért kamatos
kamatot fizet a bank. Vagyis év végén a kamatot hozzaadjak a pénziinkhoz, és a kdvetkezd évben mar a ka-
mat is kamatozik. Ha p a kamatlab, ao a betett 6sszeg akkor n év mulva

_ p Y
an=ap*| 1+ —
" [ 100)

pénzt vehetiink fel.

50000 Ft-ot tettiink a bankba évi 8%-os kamatra. Hany Ft-ot kapunk kézhez 10 év mulva?
_ pY
an=ap*|1+—
T ( 100)
2,=50000 Ft, p=8, n=10

g\
an = 50000* (1+ —j
100

an= 107946
10 év mulva 107946 Ft-ot kapunk kézhez.

Egy feladat értékcsokkenésre: Vasaroltunk egy gépkocsit 2 000 000 Ft-ért. Mennyit ér az
autonk 10 év mulva, ha értéke minden évben az el6z0 érték 12%-aval cs6kken?

p n
an=ag*|1-—
T ( 100)

8 =2000000Ft, p=12, n=10
10
an =2 000 000* l—£
100

an 557000

10 év mulva az autdénk 557 000 Ft-ot ér.
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220. Atlag (szamtani kozép) kiszamitisa

Az a;, ay as ..., apszamok atlaga (szamtani kozepe):

_a, +a,+..+a,
n

A

A személygépkocsiban egy 17, egy 23, egy 30 és egy 38 éves ember utazik. Mennyi az autoban tildk atlag-
¢letkora?

_a,+a,+a,+a,

A
4
A:17+23+30+38
4
A= 27

Az autdban utazok atlagéletkora 27 év
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